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V Resumen y Abstract 
 
Resumen 
Un aspecto importante dentro de la formación del álgebra elemental es el concepto de 
ecuación, por lo que este trabajo propone una unidad didáctica cuyo eje central es la 
modelación de fenómenos simples de la física y de la matemática, que conducen a un 
modelo lineal o cuadrático; mediante el análisis de las variables, el planteamiento de 
hipótesis y su verificación, a través de la experimentación directa o el uso de 
simulaciones. La propuesta está dirigida a  estudiantes del grado octavo y noveno, de la 
Institución Educativa Quevedo Zornoza del municipio de Zipaquirá. Para consolidar la 
propuesta se realizó una revisión bibliográfica y documentada de la evolución histórica 
del concepto de ecuación desde la cultura babilónica hasta el siglo XIX, además se 
analizaron las definiciones de ecuación, asociados con el aprendizaje significativo y 
analítico para así profundizar en los aspectos disciplinares relacionados con el concepto, 
haciendo énfasis en la ecuación cuadrática o lineal y la modelación; como uno de los 
cinco procesos generales fundamentales en el desarrollo del conocimiento matemático, 
vigentes en la actualidad y propuestos por el Ministerio de Educación.   
Palabras clave: modelación matemática, función, ecuación cuadrática y lineal, 
variable, fenómenos físicos y naturales. 
 
Abstract  
An important aspect of the formation of the elementary algebra is the concept of equation, 
so this paper proposes a teaching unit whose central axis is the modeling of simple 
physical phenomena and mathematics, which lead to a linear or quadratic model, by 
analyzing the variables, the approach of hypothesis and its verification through direct 
experimentation or using simulations. The proposal is aimed at students in grades eight 
and nine, of School Zornoza Township Quevedo Zipaquirá. The proposal to consolidate a 
literature review and documented the historical evolution of the concept of equation from 
Babylonian culture into the nineteenth century also analyzed equation definitions 
associated with meaningful learning and deepen analytical and disciplinary aspects 
related to the concept, emphasizing the quadratic or linear modeling, as one of five key 
general processes in the development of mathematical knowledge, existing and proposed 
today by the Ministry of Education. 
 
Keywords: mathematical modeling, function, linear and quadratic equation, variable, 
physical and natural phenomena. 
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Introducción 
 
En la educación básica y media, uno de los conceptos  que permite estructurar el pensamiento 
variacional de los estudiantes es el de ecuación, tal como lo plantea el Ministerio de Educación 
Nacional (MEN) en los lineamientos y estándares curriculares, los conceptos y procedimientos de 
este pensamiento permiten desarrollar en el estudiante habilidades, destrezas y competencias  
para la observación, medición y registro de datos, así como para elaborar representaciones 
gráficas, que  permitan modelar situaciones y problemas de diferentes áreas en la básica 
secundaria. 
 
Teniendo en cuenta lo anterior el objetivo de este trabajo es la construcción de una unidad 
didáctica que permita presentar el concepto de ecuación lineal y cuadrática en una única variable 
y sus aplicaciones en el grado octavo. Par ello se estructuró el trabajo en  cuatro  capítulos.  En el 
primero,  se  hace un análisis del  desarrollo  histórico  de los conceptos de ecuación lineal y 
cuadrática, en sus diferentes etapas  (edad  antigua,  la matemática desarrollada en Babilonia y 
en Grecia,  la edad media, y el renacimiento) destacando los avances  y dificultades  en su 
construcción  y sus aplicaciones fundamentales. 
En el capítulo dos se mencionan, algunos aspectos  teóricos relacionados con las ecuaciones,  
sus características y sus gráficas, destacando algunos de los conceptos básicos del álgebra 
elemental.  
En el capítulo tres se presentan  elementos relativos a los obstáculos  conceptuales asociados  al 
significado de ecuación lineal y cuadrática. Revisando las dificultades que los estudiantes 
presentan en el paso de la aritmética al álgebra, especialmente en el reconocimiento de variables 
y  expresiones algebraicas. 
Los planteamientos e investigaciones analizados en los primeros tres capítulos crean la 
necesidad  de  buscar tareas o actividades que ayuden a comprender el uso de las ecuaciones y 
sus principales aplicaciones. Por esta razón en el último capítulo se abordan situaciones 
didácticas de modelación de las ecuaciones que  complementan los ejemplos presentados por el 
docente en el aula. Pues generalmente en la clase, el trabajo con este tema se limita a una 
repetición de algoritmos sin la profundización necesaria, para que el estudiante pueda dar 
significado a las ecuaciones  y a sus soluciones.  
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Respecto a las dificultades de los estudiantes de básica y media, que motivaron este trabajo, se 
evidencian en algunos trabajos, como el presentado por la profesora Cecilia Agudelo en el 
capítulo tres. Otra dificultad que presentan los estudiantes son los bajos niveles de desempeño 
en pruebas nacionales e internacionales, to se evidencia en conceptos como el de número,  
variable, ecuación y las pertinentes al planteamiento y resolución de problemas. 
El trabajo que se presenta propone algunas alternativas para la comprensión  de la ecuación 
mediante el diseño o adaptación de situaciones problema,  en  contextos   de  otras  disciplinas  
que  permitan  dar  significado  al  concepto,   y modelar  e interpretar las diferentes 
representaciones de las ecuaciones a partir de un análisis disciplinar, histórico y didáctico. 
La propuesta didáctica es dirigida a niños de edades entre doce y catorce años de grados 
octavos y novenos, del sistema educativo de nuestro país. Este trabajo presenta una unidad 
didáctica que pretende, integrar diversos temas de la matemática escolar a través de los 
métodos de solución de ecuaciones lineales y cuadráticas, tomando como base los principales 
aspectos del desarrollo histórico, epistemológico, curricular y disciplinar del álgebra, mediante la 
utilización de modelos matemáticos, aplicados a otras áreas como la física.  
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1. Métodos de solución de ecuaciones 
lineales y cuadráticas  en  la historia 
En el capítulo se hace un recorrido por la historia y epistemología del álgebra buscando 
elementos y obstáculos que enriquecen la enseñanza–aprendizaje del álgebra y en 
particular el uso didáctico de las ecuaciones lineales y cuadráticas, como también 
algunos de los limitantes que se presentaron a través de la historia, en la solución de 
ecuaciones de primer y segundo grado. 
Pero para poder estudiar las soluciones de las ecuaciones nombradas, autores como 
Boyer Carl trabajan la solución de las ecuaciones algebraicas desde tres grandes 
épocas, la edad antigua, la edad media y la moderna, haciendo énfasis en cuatro 
momentos importantes del desarrollo algebraico de occidente.  
El primer momento básicamente se presenta con dos culturas ancestrales, babilonios y 
egipcios. Los primeros indicios sobre lo que hoy conocemos como álgebra los 
encontramos en unas tablillas de arcilla de la cultura babilónica, allí se encuentra su 
sistemas numérico sexagesimal, operaciones aritméticas y la solución de problemas 
algebraicos y geométricos. Esta civilización se desarrolló entre los ríos Tigris y Éufrates 
región que se conoce como Mesopotamia, actualmente Irak, entre los años 2000 y 600 
a.C., [6]. 
Otro momento importante lo desarrollaron los griegos quienes descubrieron las 
magnitudes inconmensurables en el siglo VI a.c, a los griegos se les dificulto el 
tratamiento aritmético  de magnitudes, áreas y volúmenes; usaron entonces las figuras 
geométricas para representar magnitudes, es decir “los números son sustituidos por 
segmentos de recta y las operaciones se realizan por medio de construcciones 
geométricas, el producto de dos números se convierte en el área del rectángulo cuyos 
lados tiene como longitudes esos dos números. También trabajaron la solución de 
ecuaciones con construcciones geométricas bastante rigurosas. 
Un tercer momento en la historia del álgebra lo encontramos en el mundo musulmán que 
se extendió durante los años 700 al 1200 d.C. desde la India hasta España. Durante esa 
época, el árabe fue la lengua internacional de las matemáticas; ellos conservaron el 
patrimonio de los griegos en cuanto a la matemática se refiere e hicieron avanzar tanto el 
álgebra como la trigonometría.  
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El más recordado de los matemáticos árabes de esa época es Mohammed ibn Musa 
Alkhwarizmi (780 y 850) quien vivió en la primera mitad del siglo IX y que trabajó en la 
biblioteca del califa Al-Mahmum, en Bagdad. Escribió varios libros de geografía, 
astronomía y matemáticas. Quien utilizo uno de los métodos más antiguos para resolver 
ecuaciones de segundo grado es el método geométrico de “completar el cuadrado”, regla 
ya conocida por los griegos, [1]. 
El último momento de la historia del álgebra se da en el renacimiento, periodo llamado 
así porque retoma elementos de la época clásica tanto a nivel cultural como científico; 
durante este periodo se destaca la invención de la imprenta, que permitiría la rápida 
difusión de las grandes producciones matemáticas y científicas de la época. Los 
matemáticos del renacimiento se interesaron por conocer los procedimientos que 
emplearon los antepasados en la solución de las ecuaciones lineales y cuadráticas.  
En el siglo XVI, el francés Francoise Vietá (1540 – 1603) fue el primero en utilizar una 
vocal para representar una cantidad que se supone desconocida o indeterminada y una 
consonante para representar una magnitud o un número que se supone conocido o dado 
(distinción entre parámetro e incógnita), su notación algebraica fue denominada logística 
speciosa en contraposición a la logística numerosa de sus predecesores; este cambio de 
lenguaje que luego se conocería como álgebra simbólica, permitió más adelante el 
desarrollo del álgebra moderna,  [1 y 6]. 
 
1.1  Egipto 
Teniendo en cuenta documentos, como el papiro de Rhind (1650 a.c) y el de Moscú, 
entre otros, los historiadores afirman que los egipcios lograron grandes avances en 
álgebra y geometría, [1].       
    
Se concluye, que dominaban con fluidez la suma, resta, multiplicación y división de 
enteros y algunos tipos de fracciones. Además se menciona que lograron expresar 
algunos números racionales positivos como sumas de fracciones unitarias (con la unidad 
como numerador), sin embargo encontraron problemas para expresar fracciones como 
2/3 y 3/4. Lo anterior debido a que manejaban un sistema de numeración muy limitado 
pues no era posicional, lo que dificultaba operaciones básicas como la suma o la resta, e 
iba a incidir desde luego en sus dificultades para resolver ecuaciones simples. Además 
reconocían muy pocas fracciones (generalmente las unitarias), lo que les dificultaba 
operar  con ellas. Por sus limitaciones con el sistema de numeración requirieron construir 
métodos especiales para resolver ecuaciones lineales que en la actualidad resolvemos 
sin dificultad. Describimos a continuación uno de estos métodos, [17]. 
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- Método  de falsa  posición  (regula falsi)  para 
ecuaciones lineales 
 
 
El papiro  del Rhind (1650 a.C.) contiene  85 problemas  resueltos,  de los cuales 
algunos se modelan  a través de las ecuaciones lineales de la forma: 
                                          
          x +
1
𝑎
x = 𝑏, donde  a y b ∈ ℕ (números naturales).. 
 
Este tipo de ecuaciones fueron resueltas, usando el método de Regula falsi  o falsa 
posición, que consiste en proponer una solución tentativa inicial y corregirla de acuerdo a 
los resultados obtenidos, algo muy similar a lo que hoy se conoce como el método de 
ensayo y error. El proceso comenzaba suponiendo un número entero “x”  y a partir de alí 
comenzar el ensayo y error. Con  la notación actual, la solución de la ecuación sería: 
 
Considerar  la función 𝑓(𝑥) = x +
1
𝑎
x.  Se supone que x  = x1 es una solución de la 
ecuación  lineal. Reemplazando x   p o r   x1  obtenemos 𝑓(𝑥1) = x1 +
1
𝑎
x1 = x2, si 
𝑥2 = 𝑏 entonces, la solución para la ecuación es  x = x1 . 
Si x2 , ≠ 𝑏, entonces, con x2 = 𝑓(x1  ),  buscar k tal que kx2 = b, e s  decir 𝑘 =
𝑏
𝑥2
, 
entonces,  x = 𝑘x1. 
A continuación se ilustra el método con la solución de la ecuación  x+ 
𝑥
7
  = 19. 
Un ejemplo que modela este tema se presenta en la ecuación  x+ 
𝑥
7
  = 19. 
Suponemos que x
1  = 7 es una solución. Entonces,  7 + 
7
7
 =8. Como no se obtiene  19, 
tomamos  x
2  = 8 y buscamos  un k  tal  que kx2  = b, donde k es el factor de 
corrección que relaciona a 19 y 8. En este caso k= 
19
8
  porque  𝑥 = (
19
8
) 7. La solución 
es 𝑥 = (
133
8
). 
 
1.2 Mesopotamia 
 
Los babilonios llegaron a desarrollar  una matemática avanzada  en los campos del 
álgebra y la geometría. Usaban un sistema numérico  posicional base 60 y manejaban  
tablas numéricas que ayudaban  al cálculo e incluso a la solución de ecuaciones,  [1]. 
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- Método Babilónico para solucionar ecuaciones del 
tipo: x2 − bx + c = 0, donde b y c ∈ ℕ (números naturales).. 
 
Los problemas  que modelaban los babilonios  con este  tipo  de ecuaciones, son: 
“conocidos la suma y el producto  de dos números racionales, [1], encontrar  estos”, o 
geométricamente  “dados el área y el semi-perimetro  de un rectángulo, encontrar sus 
lados” [1].  
Si el semi-perímetro del rectángulo es a y el área es b, se están buscando dos números 
que sumados den 𝑎 y multiplicados den b. Dado que 𝑎 = 𝑎/2  + (𝑎)/2 . Para resolver el 
problema se introduce un valor z en las dos ecuaciones, una de las soluciones será 
𝑎/2  + z y  la otra 𝑎/2 − z  
En nuestra  notación  el desarrollo babilónico  de estos problemas  sería entonces: si x 
+ y =𝑎 (1) y xy = b (2). Se consideran las soluciones x = 𝑎 /2 + z (3) “ y” y = 𝑎 /2−z 
(4). Se sustituyen los valores de (3) y (4) en  la ecuación (2) y se tiene (𝑎 /2+z) . ( 𝑎 /2−z) 
= b. Despejando z se llega a la  expresión  z = √(𝑎/2)2 − 𝑏, se remplaza z en las 
expresiones (3) y (4) y se obtiene:  x = 𝑎 /2 + √(𝑎/2)2 − 𝑏   o  y = 𝑎 /2 - √(𝑎/2)2 − 𝑏. Si 
se conocen la diferencia y el producto de dos números, se aplica el mismo proceso 
llegando a la expresión x = 𝑎 /2 + √(𝑎/2)2 − 𝑏   o   y = - 𝑎 /2+ √(𝑎/2)2 − 𝑏.   
 
Este ejercicio lo propusieron los babilonios para resolver ecuaciones cuadráticas y 
aunque no lo expresan en términos generales como letras que representen constantes, 
sino a través de ejemplos numéricos particulares, estos ejemplos insinúan la existencia 
de un método general para resolver ecuaciones cuadráticas, si analizamos esta 
expresión coincide con la fórmula que se presenta desde los niveles básicos de la 
secundaria, para la solución de dichas ecuaciones. Esta presentación es una notación 
moderna y estilizada, pero que corresponde al enfoque babilónico trabajado  
aproximadamente alrededor del  2000 a.C., [17]. 
 
Ejemplo 1.1.  Hallar dos números cuya suma sea 7/6 y cuyo producto sea 1/3. 
Solución: Si tomamos x=7/12,   y=7/12, la suma da 7/6, pero el producto no es 1/3. Uno 
de los números será algo más que 7/6 y el otro algo menos que 7/6. Entonces x = 7 /12 
+ z y y = 7/12− z.  
 
Para obtener las soluciones restaban a 1/3, (7/12).(7/12) = 49/144. Luego calculaban la 
raíz cuadrada del valor obtenido en este caso  √1/144
2
 =1/12. Siguiendo el 
procedimiento presentado en la explicación obtenían las soluciones correctas de esta 
ecuación cuadrática,  x =7/12+ 1/12 =2/3      y = 7/12 -1/12= 1/2. 
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1.3 Griegos 
  
Aunque las matemáticas ya eran avanzadas  en las culturas  babilónica y egipcia, 
los griegos le dieron  el carácter  de ciencia gracias  a los aportes  de Thales  de 
Mileto,  la escuela Pitagórica, Euclides, Arquímedes y Diofanto de Alejandría,  entre 
otros. 
 
 
- Métodos griegos  para la solución  de  ecuaciones de  
la forma x2  = n,  donde n ∈ ℕ (números naturales). 
 
Estas ecuaciones se solucionan determinando la raíz cuadrada de un número entero 
o natural. Para este tipo ecuaciones, se abordará el método de solución de Herón, 
[19]. 
   
  El método de solución de Herón 
 
Considerado  el más antiguo de todos los métodos y atribuido a Herón de Alejandría 
(126 a.C.-50 a.C.),  consiste en mejorar la aproximación a la √𝑛, de la  s igu iente 
manera: sea 𝑥𝑘  una aproximación entera de √𝑛, para e l lo  se  escogían dos  
números próximos a  n,  p ∈ Q y 𝑥𝑘   en los enteros  
                              
𝑥𝑘  ≤ √𝑛 ≤𝑥𝑘 + 1. 
 
Se el ige p ∈ Q ta l que 𝑥𝑘  ≤ p ≤𝑥𝑘 + 1. Para comenzar se organiza una 
aproximación  inicial n/p. 
 
Herón demostró que la media aritmética (𝑥𝑘 + 1 )/2
 
es una mejor aproximación a la 
√𝑛 . El proceso [27],
 se repite varias veces y así se obtiene cada vez una media 
aritmética más próxima a la √𝑛 .  
 
                        𝑥𝑘+1 =  
𝑥𝑘+ 𝑝
2
=  
𝑥𝑘 +
𝑛
𝑥𝑘
 
2
=  
1
2
 (𝑥𝑘 +
𝑛
𝑥𝑘
) . 
 
Ejemplo 1.2.  Calcular con 9 decimales de aproximación √2  o la so luc ión de 
x2=2. 
Solución: suponemos una primera aproximación  x
0 = 1. Obteniendo  al final del 
proceso que se muestra  a continuación,  un x
3  = 1, 414215686. 
𝑥1 =  
1
2
(1 +
2
1
) =
3
2
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𝑥2 =  
1
2
(
3
2
+
2
3
2
) =  
17
12
 
                                    𝑥3 =
1
2
(
17
12
+
2
17
12
) =
577
408
= 1,414215686
 
- EL Método  geométrico de Euclides  para  hallar la raíz 
cuadrada de un número n ∈ ℕ (números naturales). 
 
Este método  se encuentra  en los elementos de Euclides en la proposición 13 del libro 
VI. Para representar el método se procede así, se toma como unidad base la medida 
del segmento AB y la raíz será la longitud del segmento BE,  [7] : 
1. Construir  un segmento AB de tal manera  que (AB) = n. 
 
 
 
 
2. Extender  el segmento AB desde el punto  B al punto  C. 
 
 
3. Bisecar el segmento AC cuyo punto  medio es M. 
 
 
 
 
      4. Con centro en M y radio de (AM) construir  semicírculo. 
 
 
 
  
 
 
5. Construir  una perpendicular  al segmento AC en el punto B. Nombrar  E  al punto  
de intersección entre la perpendicular  y el semicírculo. 
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 6. Por último trazar el segmento de recta AE y el segmento de recta EC. Donde la 
longitud del segmento BE  corresponde a la raíz de  √𝑛 .   
 
 
 
 
 
- Método  griego  de  aplicación  de áreas p a ra      
ecuaciones d e  l a  fo rma  x
2 +b2 = ax , donde a y b ∈ ℕ. 
 
En el siguiente ejemplo se ilustra el método, [19]. Donde se utilizan las áreas de 
rectángulos para determina el valor de las variables. 
Ejemplo 1.3 Solucionar la ecuación x2 +24 =10x, utilizando áreas.  
 
Solución. 
 
1. Dibujamos  un cuadrado  de lado x unidades  y un rectángulo  de área 24 
unidades cuadradas,  como se ilustra en la figura. Los lados del rectángulo 
determinado por el cuadrado y el rectángulo (de área 24 unidades cuadradas) 
miden x y 10 unidades respectivamente. 
 
 
 
2. Ahora se traza  un segmento perpendicular al rectángulo de área 10x para 
dividir el rectángulo más grande en dos regiones iguales. Se presentan 
entonces dos casos, que e l lado de l cuadrado  x ≤ 5 (la mitad  del 
segmento de 10 unidades)  o que   x > 5. 
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Analicemos el caso x ≤ 5. Para  determinar  el valor de x, se completa un cuadrado 
de lado 5 unidades,  dicho cuadrado se divide a su vez en dos rectángulos de á rea 
“a” y en dos cuadrados,  uno de área x
2 y  el otro de área  (5 − x)
 2
. Como se observa 
en la gráfica anterior. 
. 
Se han determinado dos rectángulos de área  5x,  igualando se obtiene que  x
2 +a= 24−a  
y  despejando se obtiene x
2 +a+a = 24 (1).  Entonces el área del cuadrado de lado 5 es  
x
2 +a+a+(5−x)
 2
= 5
2 (2). Ahora s e  reemplaza  la ecuación (1) en la ecuación (2) y se 
obtiene: 24 + (5 − x)
 2 = 5
2
. Es decir  (5 − x)
 2
 = 1, luego x = 4. 
 
Ahora  miramos  el caso cuando  x  > 5, entonces  el cuadrado de lado  x incluye al 
cuadrado  de lado 5, de la siguiente manera: 
 
El cuadrado de lado x está formado por dos rectángulos de área a y por dos cuadrados, 
uno de área 25 y el otro de área  (x − 5)
2
. Se tiene entonces x
2  − a = 24 + a, 
despejando se obtiene: x
2  = 24 + a + a (1). El área del cuadrado  de lado 5 es x
2 − a 
− a + (x − 5)
 2  = 25 (2). Ahora reemplazamos la ecuación (1) en la ecuación (2) se 
obtiene 24 + (x − 5)
 2  = 25. Es  decir (x − 5)
 2 = 1, Luego x = 6. 
 
Un ejemplo en el que se aplica este método, con su correspondiente solución aparece en 
el anexo L, el cual hace parte de la unidad didáctica.  
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- Métodos  de  solución  de  las ecuaciones diofánticas 
de  la forma: ax + by = c. 
 
Este  tipo  de  ecuaciones,  cuyos  coeficientes y soluciones son  números  enteros, 
reciben  el nombre de ecuaciones diofánticas en honor al matemático  griego Diofanto 
de Alejandría  (214-298 D.C.), [1]. 
 
Aunque los griegos representaban los números con segmentos de rectas, esto no les 
impidió  lograr importantes desarrollos en la solución de ecuaciones diofánticas, que 
generalmente aparecían relacionadas con problemas en los que utilizaban números 
racionales positivos. Para resolver este tipo de ecuaciones los griegos utilizaban el 
máximo común divisor para los coeficientes de la ecuación. Bezout en 1590 D.C. realizo 
algunas representaciones modernas de dichos trabajos, como los que se presentan a 
continuación. 
 
Ejemplo 1.4.  Solucionar la ecuación: 3x + 5y = 54, [1]. 
 
Solución. El mcd (3, 5) = 1, que además divide a 54, por tanto, 3x + 5y = 54, tiene 
solución en los enteros.  
 
Para la ecuación  anterior  existen α, β ∈ ℤ tales que d = 3α + 5β, luego 3(2) + 5(−1) 
= 1. Multiplicamos  ambos miembros de la igualdad  por 54, obteniendo 54 = 3(108) 
+ 5(−54). Esta  es una solución de la ecuación, donde x
0 = 108 y y0 = −54 y la 
solución general la obtenemos  reemplazando  los siguientes  valores: x
0
= 108, y
0 = 
−54. 
 
El siguiente teorema presenta las condiciones para poder resolver la ecuación 
diofántica y  una fórmula que permite obtener una solución particular. 
 
Teorema de Bezout, [1]:   
Sean a, b, c ∈ Z. La ecuación ax + by = c (1) tiene solución entera  si y sólo si 
mcd(a, b) divide a c. Donde d = mcd (a,b). Entonces una solución particular de la 
ecuación es:  
x
o  =
𝑐
𝑑
 α y  yo =
𝑐
𝑑
 β. Siendo d = aα + bβ, con α y β ∈ ℤ, el  mcd (a,b) es el máximo 
común divisor.   
 
Demostración. 
Si la ecuación ax + by = c tiene solución entera, entonces existen x0, (x0 ∈  ℤ), tales que 
ax0 + by0 = c. Sea d un divisor común de a y b, entonces a = a1d y b = b1d, con a1 , b1ϵ ℤ. 
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Tenemos que: ax0 + by0 =  a1dy0+ b1𝑑y0 = d(a1x0 + b1y0) = c. 
Es decir, nos queda una expresión del tipo kd = c, números enteros. En consecuencia, 
tanto k como d deben dividir a c, concluyendo así esta parte de la demostración. 
Sea d = mcd(a, b). Entonces existe k ∈ ℤ tal que c = kd. por otra parte, por el teorema de 
Bezout existen α, β ϵ ℤ, tales que d = aα + βb. Multiplicamos los dos miembros de la 
igualdad por k. 
kd = k ∝ a + kβb = c. 
De donde obtenemos (k ∝)a + (kβ)b = c. Con lo que hemos llegado a qué kα y kβ son 
soluciones de la ecuación. Entonces: x0 = kα =
c
d
α y y0 = kβ =
c
d
β es una solución de la 
ecuación, que es lo que se quiere demostrar. Este tipo de ecuaciones se puede resolver 
por otro método como el utilizado por los griegos con las fracciones continúas. El 
cual aparece en el Anexo A con un ejemplo. 
 
   - Ecuaciones diofánticas del tipo x2− y2 =n 
 
Diofanto  resolvió  problemas  que lo llevaron a plantear ecuaciones de este tipo,  
aunque  no presentó un método general, si desarrollo los problemas con el uso de 
divisores y factores primos, [19]. 
Ejemplo 1.5.  Encontrar las soluciones enteras  de la ecuación x
2 − y
2
=120.  
Solución. 
1. Se descompone en factores primos a 120 = 2
3 × 3 × 5. 
 
2. Averiguamos los divisores de 120: el número de divisores de un número entero n 
cuya descomposición factorial es n =𝑃1
𝑚1  𝑥 𝑃2
𝑚2𝑥 … 𝑥𝑃𝑘
𝑚𝑘 . Cada valor de m indica 
la potencia para cada factor primo en la descomposición numérica. Es igual a (m1 +1).   
( m2 +1) . . . ..(mk +1). En este  caso el número  de e x p o n e n t e s  para cada factor 
primo de 120 son 3 ,  1 ,  y  1 .  Lo que da como resultado (3 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 16, 
los cuales son D120  = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 20, 24, 30, 40, 60, 120}.  
 
3. Los productos  de divisores equidistante de los extremos  es constante  e igual 
a 120: 1 × 120; 2 × 60; 3 × 40; 4 × 30; . . . = 120 
 
4. Tomamos  solo los productos  de los factores  que tiene  la misma  paridad: 2  × 60; 
4 ×30;  6 × 20; 10 × 12. 
5. Las soluciones de las ecuaciones son 8 en total, ya que los 4 productos se pueden 
colocar de forma contraria,  esto es 2 × 60 y 60 × 2. Por ejemplo si: a = 2 y b = 60. 
Aplicando la fórmula s e  o btiene: 
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𝑥 =
𝑎 + 𝑏
2
 →  
2 + 60
2
= 31, 
𝑦 =
𝑎 − 𝑏
2
→
2 − 60
2
= −29, 
𝑥2 − 𝑦2 = 120 → (31)2 − (−29)2 = 120 
para  a = 60 y b = 2 se obtiene x = 31 y y = 29. 
 
Teorema de promedios para factores primos. 
La ecuación  x
2 − y
2 = n, donde n ∈ ℕ, tiene soluciones enteras  si y sólo si n puede 
descomponerse en producto  de números de la misma paridad  (ambos  pares o 
ambos impares).  En el caso que a y b sean dos de tales número, la pareja de 
valores: x =
𝑎+𝑏
2
 𝑌 𝑦 =  
𝑎−𝑏
2
 son una solución de la ecuación dada, [1]. 
 
- Ecuaciones diofa´nticas  del  tipo  x2 + y2 = z2. 
 
 
 
   Para solucionar este tipo de ecuaciones utilizaban básicamente dos métodos 
 
 
- Método de solución por tripla pitagórica. 
 
Pitágoras estableció una regla para hallar algunas soluciones enteras positivas a este 
tipo de ecuaciones basado, en los lados de los triángulos rectángulos (que es una terna 
de números enteros que representan las longitudes de sus lados,  x
2 + y
2 = z
2
), ya que 
la suma de dos números pitagóricos consecutivos, es un número cuadrado  perfecto, 
[1]. 
𝑛2 + (
𝑛2 − 1
2
)2 = ( 
𝑛2 + 1
2
)2,                       (1) 
con la relación inicial se obtiene  que  𝑥 = 𝑛; 𝑦 =  
𝑛2−1
2
; 𝑧 =  
𝑛2+1
2
 .    
Ejemplo 1.6.  Encontremos  una tripla  pitagórica con la fórmula ( 1) para  n = 7. 
 
Solución: remplazando  en la fórmula se obtiene: 
 
72 + (
72 − 1
2
)2 =  (
72 + 1
2
  )2    
                                                       49 + 576 = 625. 
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- Método de solución por  suma de números impares. 
 
 
La sucesión de sumas  parciales  de los números   impares  corresponde  a la 
sucesión   de los números cuadrados, [19]. Algebraicamente corresponde a 1+3+5+. 
. .+2n−1 = n
2
. Si se toma un  número  impar  que es a la vez cuadrado  perfecto  (9, 
25, 49, . . . ) que se denotará como 2n − 1 = k
2 , como los griegos conocían que 
tanto  la suma  de los impares 2n − 3, cómo la suma  de los impares  2n − 1, son 
cuadrados  perfectos, de la forma (n − 1)
 2  y n
2
, respectivamente. Entonces obtenían 
la siguiente igualdad: 
1 + 3 + 5 + ⋯ + 2𝑛 − 3 + 2𝑛 − 1 = 𝑛2 = (𝑛 − 1)2 + 𝑘2. 
Se produce una tripla  pitagórica  n, n − 1, k
2  = 2n − 1. 
 
Ejemplo 1.7. Producir la tripla pitagórica para n = 5 y la fórmula n
2  = (n − 1)
 2 + k
2 
 
Solución: se remplaza  el valor dado en la fórmula y obtenemos 
                                          5
2 = (5 − 1)
2 + (2 × 5 − 1), 
                                             5
2
= 4
2
+ 3
2
. 
 
Es importante aclarar, que inicialmente se escoge un número impar cuadrado que 
es  k
2
, para  obtener  n en el ejercicio, por ejemplo. 
 
𝑘2 = 49, 
2𝑛 − 1 = 49, 
𝑛 = 25. 
Aplicamos la fórmula dada 
                                     25
2
 = (25 − 1)
 2
 + (2 × 25 − 1), 
  
                                           25
2
 = 24
2
 + 7
2
. 
 
 
1.4 Los Árabes 
 
 Los árabes estudiaron  las matemáticas de los griegos, llegándose a considerar, ellos 
mismos, los herederos de los griegos. Su matemática partió de la s ín tesis de las 
obras griegas, este fue su mayor mérito; utilizaron además áreas de figuras 
geométricas para solucionar ecuaciones cuadráticas.  
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- Método  geométrico para ecuaciones de  la forma 
      x2 + bx + c = 0, donde b y c ∈  ℕ. 
  
El matemático Árabe Tabit  Ben Qurra (826-901 D.C.)  propuso  un método geométrico 
para resolver ecuaciones cuadráticas por medio de la construcción de un rectángulo 
y la aplicación de áreas de cuadrados  y rectángulos, ver [1]. El método propuesto por 
este matemático se adecuó didácticamente y en el lenguaje actual se explica así: 
 
Construir cuadrados y rectángulos con las siguientes características: dos tipos  de 
cuadrados,  unos con lados de longitud  x y otros  con lados de longitud una unidad; 
los rectángulos  tienen lados de longitud x y 1, [1 y 19]. 
 
Ejemplo 1.8.  Solucionar por el método geométrico, la ecuación x2 + 5x + 6 = 0. 
 
Solución: Geométricamente la ecuación se representa asociando sus términos con 
áreas de rectángulos y  cuadrados de la siguiente manera: x2  representa el área del 
cuadrado de lado x. 5x representa el área de 5 rectángulos de lados x y 1. El 
término constante seis está representado por seis cuadrados de lado 1 (unidad). 
 
 
Usando estas figuras se forma un rectángulo, el área de este rectángulo representa la 
expresión cuadrática y los lados del rectángulo permiten expresar el área de éste como 
un producto (factorizar). 
 
Las dimensiones  del rectángulo  formado  son x + 2 y x + 3 unidades. Se tiene  
entonces que x
2 + 5x + 6 = (x + 2)(x + 3), lo cual nos lleva a encontrar  las raíces 
de la ecuación. El material didáctico que se utiliza para este trabajo en el aula se 
conoce como bloques de Dienes. Naturalmente este material tiene restricciones, es 
adecuado solamente para visualizar la factorización de polinomios cuadráticos que 
tienen raíces enteras. 
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1.5  Matemática del renacimiento  
 
Aunque al final del periodo medieval se hicieron algunos estudios matemáticos 
importantes, fue solo hasta principios del siglo XVI que se hizo un descubrimiento 
matemático de trascendencia en Occidente. El matemático Gerolamo Cardano en su Ars 
magna demostró que es posible resolver ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado 
usando una fórmula algebraica. Este hallazgo llevó a los matemáticos a la búsqueda de 
soluciones de ecuaciones de orden superior. Fue esta búsqueda que a su vez generó los 
primeros trabajos sobre la teoría de ecuaciones y de grupos, a principios del siglo XIX. 
También durante el siglo XVI se empezaron a utilizar los modernos signos matemáticos y 
algebraicos. El matemático Francois Vietá llevo a cabo importantes estudios sobre la 
resolución de ecuaciones, sus escritos ejercieron influencia en muchos matemáticos de 
la época, como por ejemplo el francés Descartes (1596-1650), quien transforma el 
álgebra de magnitudes de Vietá en un cálculo de segmentos, usa las últimas letras del 
abecedario para las incógnitas y las primeras para los coeficientes como se utiliza 
actualmente. En su famoso libro La Geometrie (1637) presenta el tratamiento de las 
ecuaciones y plantea que una ecuación puede tener tantas raíces como dimensiones 
tiene el grado de la ecuación. Esta es una primera formulación del teorema fundamental 
del álgebra, [6]. 
 
 
- Soluciones de Cardano-Vietá 
 
En el texto de Cardano Gerolamo, Prácticas de aritmética y medición detallada de 
magnitudes, se caracterizan las ecuaciones y sus soluciones de la siguiente manera, 
[26].  
 
Se denomina ecuación de primer grado o ecuación lineal, a una ecuación que una vez 
simplificada se puede representar como: 
 
  𝑎 𝑥 + 𝑏 = 0 (𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ, 𝑎 ≠ 0) 
 
17 Capítulo 1: Métodos de solución de ecuaciones lineales y cuadráticas en la historia 
 
La solución  de esta ecuación, despejando la x es 𝑥 = −
𝑏
𝑎
 . Si además, a la ecuación, le 
imponemos la condición de que dicha solución pertenezca a algún conjunto numérico A 
(habitualmente ℕ, ℤ, ℚ 𝑜 ℝ), esta solución existiría si solo si −
𝑏
𝑎
 ∈ 𝐴. 
 
Hay que observar, que podemos extender estas ecuaciones a los complejos, si 𝑎, 𝑏 ∈  ℂ. 
  La ecuación  2𝑥 − 10 no tiene ninguna solución natural, ya que 𝑥 =
1
2
 ∉ ℕ 
 
-  Se denomina ecuación de segundo  grado o ecuación cuadrática, a  una ecuación 
que una vez simplificada se pueden representar como 
  
𝑎𝑥2 +b𝑥+c =0 (𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  ℝ, 𝑎 ≠ 0) 
  
Dicha ecuación cuadrática con coeficientes reales  la podemos escribir: 
𝑥2+p𝑥+q= 0    (p =
𝑏
𝑎
, 𝑞 =
𝑐
𝑎
 ),y teniendo en cuenta que: 
 
𝑥2+px+q = 𝑥2+p𝑥+ (
𝑝
2
)² -(
𝑝
2
)² + q = (𝑥 +
𝑝
2
)² - (
𝑝
2
)² + q =0 
Es decir: 
(𝑥 +
𝑝
2
)² =(
𝑝
2
) –q   (𝑥 + 
𝑃
2
)  = ±  √(
𝑝
2
) ² − q        𝑥= - 
𝑝
2
 ±  √(
𝑝
2
) ² − q   
             𝑥 = - 
𝑏
2𝑎 
  ± √(
𝑝
2
) ² −
𝑐
𝑎
    = - 
𝑏
2𝑎
± √
𝑏2−4𝑎𝑐
4𝑎2
 
             𝑥 = 
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎
 
Se caracterizan entonces las raíces de la ecuación cuadrática así:  
Si 𝑏2 - 4ac < 0  no existen raíces en los ℝ 
Si 𝑏2 - 4ac = 0  entonces -
𝑏
2𝑎
 es raíz doble de la ecuación 
Si 𝑏2 - 4ac > 0   las raíces de la ecuación son reales y distintas. 
Ejemplo 1.10. La ecuación  6𝑥2 + 5x + 1 = 0 tiene por soluciones 𝑥 = 
1
2
 𝑦 
1
3
 
Si además, a la ecuación, le imponemos la condición de que pertenezca a algún conjunto 
numérico  A (habitualmente ℕ, ℤ, ℚ,  ℝ ó ℂ), esta solución existirá si  y solo 
si:              
−𝑏± √𝑏2 – 4 𝑎𝑐
2𝑎
∈ 𝐴 
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Hay que observar, que podemos extender  estas ecuaciones a los números complejos,   
si a, b ∈  ℂ, siempre que existe solución en los complejos ℂ.  
Esta solución que es general se puede simplificar a la fórmula de Cardano-Vietá, cuando 
las soluciones son reales. 
Si x1 y x2 son las raíces de la ecuación x
2 + bx +c, al igualar las expresiones 
 
(x – x1 )(x – x2 ) = x
2 + bx + c, 
 
Obtenemos:  
−b = x1 + x2 
c = x1 x2. 
 
Se establece una relación entre los coeficientes del polinomio y las raíces de la ecuación, 
que se puede generalizar para polinomios de grado n de la siguiente manera. 
Si x1, … , xn son las raíces del polinomio x
n+an-1 x
n-1+. . . + a1x + a0, entonces 
                                               −an-1 = x1 + x2 + . . . + xn, 
    an-2 = x1 x2 + x1 x3 + . . . + xn-1xn, 
         . 
                    . 
         . 
                                                 (-1)n a0 = x1 . x2.. ……… xn. 
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2. Ecuaciones polinómicas. 
 
En este capítulo se hace una revisión de los conceptos fundamentales  de la teoría 
de funciones y ecuaciones polinómicas, especialmente las cuadráticas y las lineales. 
Además se revisan las principales características y aplicaciones que presentan las 
ecuaciones mencionadas. 
 
 
2.1.   Función polinomial 
 
Definición: Una función f (x) real se llama polinomial si, [5]. 
 
𝒇(𝒙) = 𝒂𝒏𝒙
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒙
𝒏−𝟏 + ⋯ + 𝒂𝟐𝒙
𝟐 + 𝒂𝟏𝒙
𝟏 + 𝒂𝟎.       𝐚𝐧 ≠  𝟎 
 
Donde n es un número entero no negativo y  a
n , an−1 , . . . , a1 , a0 son constantes 
reales, llamadas  coeficientes del polinomio. Si a
n ≠ 0 y n > 0, entonces el grado de 
f (x) es n. 
 
 
2.1.1 Función lineal   
Si     𝑓(𝑥) = 𝑎1  𝑥
1  + 𝑎0 ,   𝑎1   ≠ 0 
 
Se dice que f es lineal y su gráfica es una línea recta, [5].  
 
 
2.1.2  Función Cuadrática   
 
Si  𝑓(𝑥) = 𝑎2  𝑥
2 + 𝑎1 𝑥
1  + 𝑎0  ,   𝑎2   ≠ 0 
 
Se dice que f es cuadrática y su gráfica es una parábola. 
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2.2 Ecuación lineal 
Para algunas situaciones, los valores  que  toma 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 0, cuando varía  x 
vienen dados  por la propia gráfica de la función; por ejemplo, se puede plantear 
una gráfica en la que se representa como cambia el nivel de agua de un r io a 
través  del tiempo y aunque la regla de correspondencia entre  las variables 
parece complicada, la gráfica basta para muchos fines prácticos. 
 
Figura: 2.1 Limitaciones del modelo lineal, [10] 
A continuación se presenta la pendiente de la recta y en el Anexo B se analiza la 
proporcionalidad directa para una función lineal. 
 
- La gráfica de una ecuación lineal. 
 
La ecuación de la recta se encuentra básicamente definida por el ángulo que forma con 
la horizontal y por el punto de corte del eje de las “y”. 
En cálculo diferencial la pendiente de una curva se define como una razón de cambio 
media o promedio. La razón de cambio promedio para una recta es constante, es decir la 
pendiente de una recta es constante para cualquier par de coordenadas rectangulares. 
Como se ilustra en la gráfica,  [28].                                         
                                                        Figura: 2.2   La pendiente,  [5] 
 
 
 
 
           
 
La representación gráfica de la pendiente como razón de cambio es: 
(𝑥1. 𝑦1) 
(𝑥2. 𝑦2) 
  𝑦2 
𝑦1 
𝑦 
                   ∆𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1          x2                                                                                        
∆𝑦 = 𝑦2 − 𝑦1 
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                         m=  
∆(𝑦)
∆(𝑥)
 = 𝐲𝟐−𝐲𝟏
𝐱𝟐 – 𝐱𝟏
 
Para calcular la pendiente de la recta, se requiere mínimo de 2 puntos, y tratándose de 
puntos en el plano cartesiano, se deben conocer sus coordenadas. La expresión que 
permite entonces determinar la pendiente de la recta que pasa por los puntos A y B es: 
                 
                  Si  x1 ≠ x 2                                                          m= 
𝐲𝟐−𝐲𝟏
𝐱𝟐 – 𝐱𝟏
 . 
 
Dónde: (x1, y1) corresponden al punto A y (x2, y2) al punto B. 
 
 
Ejemplo 2.1: Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos  A (2,-3) y B (-4,1) 
 
El primer paso es definir cuál es el punto A y el punto B, luego  sustituir en la fórmula se 
tiene: 
                         m= y2−y1
x2 – x1   
= 1−(−3)
−4−2   
= 
  1+3
−6
 =
4
−6
 . 
 
Simplificando y escribiendo el signo en el numerador resulta:    m = 
−2
  3
 . 
 
Utilizando  los conocimientos de trigonometría, respecto a cálculo de ángulos. 
 
La función trigonométrica que nos permite obtener el ángulo de inclinación es la tangente 
ya que usando un sistema de coordenadas podemos ver que en un triángulo rectángulo 
donde la hipotenusa es nuestra recta en cuestión, entonces los puntos A y B forman los 
lados que se llaman catetos y conociendo sus coordenadas se puede usar la función 
tangente de la siguiente forma: 
                                                     tang C = 
  cateto opuesto
cateto 𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒
 = 
y2−y1
x2 – x1
 = m. 
 
Que es la pendiente buscada. Como se observa en la figura siguiente el ángulo C está 
formado por el cateto adyacente y la recta dada: 
 
Figura: 2.3  La pendiente dada como tangente, [5] 
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2.3  Ecuación cuadrática  
 
Para: 𝑓(𝑥) = 0 =  𝑎2  𝑥
2 + 𝑎1𝑥
1  + 𝑎0,  𝑎2   ≠ 0 
Donde 𝑎2   ,   𝑎1    𝑦  𝑎0 son números reales cualesquiera y 𝑎2   ≠ 0 (puede ser mayor o 
menor que cero, pero no igual que cero). El valor de 𝑎1     𝑦 𝑎0   sí pueden ser cero. En la 
ecuación cuadrática cada uno de sus términos tiene un nombre. Así: 
𝑎2𝑥
2  es el término cuadrático, 𝑎1𝑥
1 es el término lineal y 𝑎0 es el término independiente. 
Pero si la ecuación tiene todos los términos se dice que es una ecuación completa, si a la 
ecuación le falta el término lineal o el independiente se dice que la ecuación es 
incompleta, [26].  
Para poder calcular las raíces de cualquier función cuadrática determinamos los valores 
de x para los cuales f(x) = 0, es decir si  f(x) = 0 = ax² + bx +c, resolvemos la ecuación 
ax² + bx +c = 0. 
Pero para resolver ax² + bx +c = 0,  podemos hacer uso de la fórmula referida en el 
capítulo uno: 
 
Al resultado de la expresión  b2  - 4ac se le llama discriminante de la ecuación y esta 
operación presenta las siguientes posibilidades: 
        Si  b2  - 4ac > 0    tiene dos soluciones reales. 
        Si  b2  - 4ac =  0           si la raíz es 0,  la ecuación tiene una sola solución real. 
        Si  b2  - 4ac <  0           la ecuación no tiene solución real sino compleja. 
Otra forma de resolver esta ecuación es utilizando las relaciones entre raíces y 
coeficientes de la ecuación, es decir completando los cuadrados de la ecuación como por 
ejemplo. 
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Dada la ecuación de la forma x² + bx +c = 0 se buscan dos números, cuya suma nos de 
“b” y que su multiplicación sea “c”. Si  d, e ∈ ℝ.   d+e=b         d.e=c  
Ejemplo 2.2: determinar  las raíces de  f(x) = 0= x2+ 6x+9. 
b+c=6         b.c=9 
 
Los valores de “b” y “c” en este caso son ambos 3 y la ecuación se transforma en      
(x+3)(x+3)=0,       
La soluciones  de la ecuación son  x1=x2=3  
 
 Representaciones gráficas de una función cuadrática 
Si pudiésemos representar en una gráfica "todos" los puntos (x, f(x)) de una función 
cuadrática, obtendríamos siempre una 
curva llamada parábola.         
Como contrapartida, se dice que una 
parábola es la representación gráfica de 
una función cuadrática, como la figura que 
aparece a continuación donde la ecuación  
representa la base de un puente. 
 
 
Una ecuación cuadrática es una expresión 
asociada a  varios fenómenos naturales 
como el  movimiento partículas, cuya 
trayectoria describe una parábola. Algunos 
ejemplos gráficos de movimientos 
parabólicos, como el de proyectiles, o de 
tiro vertical y que se pueden representar matemáticamente mediante una ecuación 
cuadrática. En capítulos posteriores se muestran algunos ejemplos prácticos que dejan 
ver el uso de las ecuaciones cuadráticas en diversas aplicaciones de las ciencias,  [5]. 
 
El análisis de los parámetros de  una función cuadrática (a, b y c), [30], con sus 
respectivas gráficas se presentan en el Anexo C. 
 
- Los máximos y mínimos de una función cuadrática 
 
El máximo y mínimo de una función cuadrática es el valor más grande (máximo) o más 
pequeño (mínimo), que toma una función en un punto situado ya sea en su curva o en 
parte de ella. Lo que se busca es optimizar diferentes actividades o procesos como son: 
 
Figura: 2.4 Parábola del puente, una función 
cuadrática, [10] 
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costos de producción o el rendimiento de un proceso, etc. Es decir utilizar las 
matemáticas para optimizar diferentes eventos o procesos, como por ejemplo en la 
producción empresarial se requiere disminuir costos y aumentar ganancias. Pero en 
álgebra y geometría se pueden utilizar generalmente para maximizar o minimizar 
distancias, áreas y volúmenes dependiendo del ejercicio o la actividad señalada, [28]. 
Aunque los árabes utilizaron los máximos y mínimos en la geometría y trigonometría para 
determinar algunas áreas y volúmenes de figuras geométricas regulares e irregulares.  
También utilizaron los máximos y mínimos para ubicar los puntos extremos de la 
parábola. 
Para determinar el punto máximo o mínimo (vértice) de la función y=𝑓(𝑥) =  𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐.  
Se completan los cuadrados y se transforma la expresión en:  
 
𝑦 = 𝑓(𝑥) =  𝑎 (𝑥 +
𝑏
2𝑎
) +
4𝑎𝑐 − 𝑏2
4𝑎
 
 
Sustituyendo los valores ℎ =
−𝑏
2𝑎
, 𝑘 =  
4𝑎𝑐−𝑏2
4𝑎
 = se obtiene:  
 
𝑦 = 𝑓(𝑥) =  𝑎(𝑥 − ℎ)2  + 𝑘 
 
Equivalente a la expresión 
𝑦 − 𝑘 =  𝑎(𝑥 − ℎ)2 
 
El punto de coordenadas (h,k) corresponde al vértice de la parábola. Si 𝑎 > 0 la curva 
abre  hacia arriba y si 𝑎 ˂ 0 la curva abre  hacia abajo. 
 
Ejemplo 2.2. Considerando la función 𝑦 = 𝑓(𝑥) =  2𝑥2  + 12𝑥 + 20, las coordenadas del 
vértice se hallan completando cuadrados así:  
 
𝑦 = 2(𝑥2 + 6𝑥 + __) + 20 
 
𝑦 = 2(𝑥2 + 6𝑥 + 9) + 20 − 18 
 
𝑦 = 2(𝑥 + 3)2 + 2 
 
𝑦 − 2 = 2(𝑥 + 3)2 = 2(𝑥 − (−3))2 
 
𝑎 = 2 > 0 la parábola es cóncava hacia arriba, y el vértice es el punto mínimo de la 
gráfica, el punto de corte con el eje y es (0,20). Como 2x2 + 12𝑥 + 20 = 0 no tiene 
soluciones reales entonces, la gráfica no corta el eje x.  
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- La parábola 
 
La parábola geométricamente, se forma al cortar un cono con un plano que no pase por 
el vértice y sea paralelo a una directriz.                     
 
               Figura: 2.5  La parábola, [28]        
 
 
Se define como el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de un 
punto fijo llamado foco y de una recta llamada directriz. 
La parábola aparece en muchas ramas de las ciencias aplicadas debido a que su forma 
corresponde a las gráficas de ecuaciones cuadráticas. Por ejemplo, son parábolas (las 
trayectorias ideales de los cuerpos que se mueven bajo la influencia exclusiva de la 
gravedad. 
Para complementar el tema en el Anexo D aparecen los elementos asociados con la 
parábola, la ecuación analítica y su deducción, como también las ecuaciones ordinarias 
de la misma.   
 
2.4 Ecuaciones polinómicas 
 
Definición: Una ecuación polinómica  es de la forma f(x)=0, con f(x)  un polinomio de 
grado n,  [26] y an≠0, es decir:   
  𝒇(𝒙) = 𝟎 = 𝒂𝒏𝒙
𝒏 + 𝒂𝒏−𝟏𝒙
𝒏−𝟏 + ⋯ + 𝒂𝟐𝒙
𝟐 + 𝒂𝟏𝒙
𝟏 + 𝒂𝟎. 
 
2.5    Raíces y ceros  de  polinomios 
 
Definición: si un número c es una solución de una ecuación polinómica f (x) = 0, 
entonces se dice que es una raíz del polinomio,  f (c) = 0,  [28]. Geométricamente la 
raíces representan los puntos de corte de la gráfica del polinomio, con el   eje x 
(abscisas).  
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- Algoritmo de la división  
Sean f (x) y g(x) polinomios, tal que el grado f (x) ≥ grado g(x), entonces existen 
polinomios q(x) y r(x), con grado q(x) < grado r(x), tales que, [26]: 
 
     f (x) = g(x)q(x) + r(x). 
Al polinomio q(x) se le denomina cociente, a g(x) se le denomina divisor y a r(x)  el 
residuo. 
- Teorema fundamental del álgebra  
 
Si un polinomio, f (x), es de grado mayor que uno y con coeficientes complejos, 
entonces  f (x) tiene al menos un cero o raíz compleja,  [28]. 
 
El teorema  fundamental  permite  expresar  un polinomio f (x)  de grado mayor que 
uno, como el producto de polinomios de grado uno, e implica que un polinomio de 
grado n tiene n raíces contando multiplicidades.  
 
Ejemplo 2.3: Encontrar raíces del polinomio   f(x)=x
3
-3 x
2
-13x+15. 
 
Como esta elevado al cubo debe tener tres raíces:  
Aplicando el algoritmo de la división: se divide el polinomio por x-1, se obtiene  x
2
 -2x-15, 
posteriormente factorizando este,  se obtiene (x-5)(x+3).  Las raíces son 5,-3,1 y se 
factoriza como es: 
                              x
3
-3 x
2
-13x+15 = (x-5)(x+3) (x-1). 
 
Ejemplo 2.4:  Encontrar raíces del polinomio  𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 4𝑥2 + x + 4 
 
Asociando y factorizando se tiene que  𝑥3 + 4𝑥2 + x + 4 = 𝑥2(𝑥 + 4) + 1(𝑥 + 4) =
(𝑥2 + 1)(𝑥 + 4) = (𝑥 + i)(𝑥 − i)(𝑥 + 4) 
  
Las raíces son: i, -i  y 4 
 
Ejemplo 2.5:  Encontrar raíces del polinomio 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥2 + 1 
 
Factorizando el polinomio obtenemos que:  𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 2𝑥2 + 1 = (𝑥2 − 1 )2 =
((𝑥 + 1)(𝑥 − 1))
2
= (𝑥 + 1)2(𝑥 − 1)2 = (𝑥 + 1)(𝑥 + 1)(𝑥 − 1)(𝑥 − 1) 
 
Las raíces son 1 de multiplicidad  dos y −1 de multiplicidad  dos. 
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3. La enseñanza del álgebra y su modelación 
 
Los estudiantes de grado octavo, al comenzar el estudio del álgebra, traen consigo las 
nociones y los enfoques que usaban en aritmética. Sin embargo, el álgebra no es 
simplemente una generalización de la aritmética. Aprender álgebra no es únicamente 
hacer explícito lo que estaba implícito en la aritmética. El álgebra requiere un cambio en 
el pensamiento del estudiante de las situaciones numéricas concretas a proposiciones 
más generales sobre números y operaciones. La transición desde lo que puede 
considerarse como un modo informal de representación, a uno formal resulta ser difícil 
para los alumnos que se inician en el estudio del álgebra. 
 
Los estudiantes de este grado usualmente siguen usando métodos que les funcionaban 
en aritmética y este marco de referencia exclusivamente aritmético incide en la forma en 
que perciben la igualdad y el significado que dan a la variable como objeto. Lo que les 
impide crear las habilidades necesarias para expresar formalmente los métodos y los 
procedimientos que se usan en la resolución de problemas de álgebra. 
 
3.1 La transición de la aritmética al álgebra 
Kieran y Ursini han planteado varios problemas en la transición aritmética-álgebra. En 
este capítulo se hace referencia a algunos aspectos de estos problemas. Para ello se 
hará referencia especialmente a trabajos del el grupo Pretexto [35] de la Universidad 
Distrital de Bogotá en los que han caracterizado éstos bajo el nombre de problemas 
puntuales en la enseñanza y el aprendizaje del álgebra, que si bien no aparecen 
explícitamente en los momentos de transición, grados sexto a octavo, determinan en una 
alta medida la posibilidad de compresión tanto de la relación entre aritmética y álgebra, 
como del álgebra misma. 
Las principales dificultades relacionadas con el trabajo algebraico coinciden, en gran 
parte, con las reportadas en diversos trabajos investigativos internacionales, que según 
Kieran (1989), pueden clasificarse  así: 
 El cambio de convenciones respecto del referente aritmético. 
 La interpretación de las variables o de las letras. 
 El reconocimiento y uso de estructuras. 
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Específicamente se describen a continuación algunos resultados de investigaciones que 
dan cuenta de las dificultades presentadas por estudiantes de grado octavo y noveno en 
la construcción del significado de ecuación y su solución, que son los aspectos 
pertinentes al trabajo de grado y a la unidad didáctica. Donde también se incluyen 
investigaciones hechas en colegios de nuestro país. 
 
3.2 El significado de las ecuaciones para los estudiantes de la 
secundaria 
 
Con respecto a las investigaciones relacionadas con las expresiones algebraicas y las 
ecuaciones autores como Herscovics y Chalouh (1984) diseñaron  un experimento de 
enseñanza orientado a superar la dificultad que los estudiantes tienen para aceptar las 
expresiones algebraicas como "soluciones de problemas". En los problemas aparecían 
arreglos rectangulares de puntos, líneas divididas en segmentos y áreas de terrenos 
rectangulares (en todos los problemas, una de las dimensiones estaba oculta). La 
secuencia de enseñanza permitía a los estudiantes construir significado para expresiones 
algebraicas tales como 2x+5x. Sin embargo, los estudiantes creían que estas 
expresiones estaban incompletas en algún sentido. Se sentían obligados a expresarlas 
como parte de una igualdad, tal como Área=2x+5x o como 2x+5x=algo 
.  
En otro estudio Kieran (1980) encontró que algunos de los estudiantes no podían asignar 
significado alguno a la letra a en la expresión a+3 porque la expresión carecía de un 
signo igual y un miembro de la derecha. La experiencia de los niños en la básica primaria 
con las letras en ecuaciones, se reduce a menudo al uso de fórmulas como A=bxh, y 
relaciones entre unidades de medida como 10 mm=1 cm. La primera supone reemplazar 
b y h por valores diferentes para encontrar el área de rectángulos dados; la segunda 
equivalencia se usa para encontrar, por ejemplo, el número de milímetros a los que 
corresponden 5 centímetros. Este segundo uso de las letras como etiquetas es el que 
interfiere a menudo con la forma como los estudiantes llegan a entender el significado de 
los términos variables en las ecuaciones algebraicas. 
 
En la básica primaria, los niños "resuelven" relaciones sencillas como 3+5 =8 o 3+n=8 
que a veces se llaman proposiciones de "sumando faltante". 
Sin embargo, estas ecuaciones se presentan a menudo fuera del contexto de auténticas 
situaciones reales, que puedan ser traducidas a problemas verbales, con el resultado de 
que el niño carece de un apoyo en el "mundo real" para interpretarlas. De hecho, los 
niños casi nunca usan ecuaciones para representar los problemas aritméticos verbales y, 
si se les pide una ecuación, los niños resuelven primero el problema y luego intentan dar 
la ecuación. A menudo los niños que son capaces de resolver problemas verbales no 
pueden escribir las ecuaciones que representan las relaciones cualitativas de la situación 
del problema. 
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Cuando escriben una ecuación simple, ésta representa por regla general las operaciones 
que habían usado para resolver el problema, no contiene una incógnita y el resultado del 
cálculo está usualmente en el lado derecho del signo igual. 
La percepción que los niños tienen del significado de las proposiciones de sumando 
desconocido había sido muy poco investigada según planteaba (Booth 1983). Se sabe, 
sin embargo, que los procesos que usan los niños para resolver las proposiciones de 
sumando desconocido incluyen "contar hacia adelante", "contar hacia atrás", 
"substitución" y "uso de hechos numéricos conocidos",  [16]. Asumen los investigadores 
que las concepciones previas o preconceptos de los niños acerca de lo que es una 
ecuación no involucran, en general, la idea de que aparezcan términos literales a ambos 
lados del signo igual. 
 
Las ecuaciones de ese estilo carecen probablemente de sentido, a la vista de la supuesta 
concepción ingenua de los niños respecto a que una ecuación es un hecho numérico 
ligeramente disfrazado con la falta de algún componente. 
La concepción de que "una ecuación es una representación de una relación numérica en 
la que el lado izquierdo tiene el mismo valor que el lado derecho" fue objeto de un 
experimento de enseñanza con niños de 12 y 13 años (Herscovics y Kieran 1980, Kieran 
1980). Ese estudio mostró que es posible cambiar la percepción que tienen los 
estudiantes que inician su curso de álgebra respecto a que las ecuaciones tienen un 
carácter unidireccional y que la respuesta aparece en el lado derecho, si se trabaja desde 
la básica primaria con conceptos matemáticos sencillos pero más abstractos. 
 
 
3.3 Principales dificultades que presentan los estudiantes para 
solucionar problemas con ecuaciones  
 
Filloy y Rojano T (1985) presentan un estudio hecho en el aula para poder identificar 
dificultades de los estudiantes del grado octavo y noveno en el tratamiento de ecuaciones 
lineales y cuadráticas con una incógnita. Los investigadores evidenciaron en este estudio 
la importancia que tiene un trabajo de aula donde se involucren problemas 
contextualizados y que sean de pleno conocimiento por todos los estudiantes o que por 
lo menos creen una motivación o interés particular para resolver dichos problemas. 
 
De acuerdo a estos investigadores el tratamiento que tradicionalmente se da a las 
ecuaciones, planteando problemas descontextualizados o ejemplos hechos a partir de 
ejercicios tradicionales es rutinario, procedimental, memorístico y carente de sentido. 
Este tipo de problema no requiere una interpretación crítica y reflexiva con respecto a los 
métodos utilizados, que dé importancia al valor encontrado para la incógnita; el único 
análisis que se propone en ellos consiste en reemplazar el valor encontrado y ver si 
satisface o no la ecuación y si no la satisface se asume que no tiene solución o el 
procedimiento realizado no fue correcto, sin detenerse a observar más allá de esto. 
Entre las principales dificultades que evidencian los estudiantes respecto a la solución de 
ecuaciones simples se destacan: la traducción del lenguaje verbal al lenguaje algebraico 
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o simbólico, el significado de variable y el reconocimiento del signo igual en la ecuación. 
Aspectos de la caracterización de estas dificultades se presentaran a continuación y se 
tendrán en cuenta para el diseño de la unidad didáctica del capítulo 4, con la intención de 
superar algunas de las dificultades mencionadas. 
 
Las conclusiones surgen no solo de la consulta de  investigaciones nacionales e 
internacionales y de la experiencia de aula, sino del análisis de una prueba diagnóstica 
aplicada en grado octavo. 
 
        3.3.1 Importancia del concepto de variable 
 
Un concepto de gran importancia en la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas y 
de difícil comprensión para los estudiantes es el concepto de variable. Las razones de su 
dificultad residen, entre otras, en que este concepto es difícil de definir. Es tan importante 
que a partir de él se desarrolló teoría que fundamentó la matemática moderna y es una 
de las ideas fundamentales de la matemática escolar desde la escuela elemental hasta la 
Universidad (Ursini, 1993). La comprensión del concepto de variable proporciona la base 
para la transición de la aritmética al álgebra y es necesario para el uso significativo de 
toda la matemática avanzada. 
 
Las variables se usan generalmente en textos escolares sin proporcionar una experiencia 
introductoria que permita darles significado. Es muy importante comentaba  (Ursini, 1993) 
que la idea de variable pueda desarrollarse desde sus diferentes significados. El 
aprendizaje del concepto de variable que logran los estudiantes en su paso por el 
sistema escolar es poco significativo; aunque la mayoría son capaces de reconocer el 
papel que juega la variable en expresiones y problemas muy simples, un ligero aumento 
en la complejidad de los mismos provoca generalizaciones inadecuadas y  búsqueda de 
soluciones memorizadas o por inspección que no son acordes al nivel requerido para el 
estudio de matemáticas más avanzadas. “Las estrategias de los estudiantes están 
dominadas por procedimientos que no han sido interiorizados, lo cual los deja anclados a 
un nivel de acción que se manifiesta, por ejemplo, en la necesidad de hacer explícitos los 
pasos que siguen en el proceso mental de solución y usarlos como soporte para 
continuar, sin ser capaces de analizarlos y detectar posibles errores” (Ursini y Trigueros, 
1997, págs. 1-19). 
 
En un estudio de los libros de texto de matemáticas publicados a final de los años 70s y 
el inicio de los 80s, [12], se encontró que casi en todos ellos se define de una manera 
explícita o implícita el concepto de variable como un símbolo fijo, así también como un 
referente para un conjunto de al menos dos elementos. Los mismos símbolos son 
utilizados para denotar diferentes caracterizaciones de la variable, y diferentes símbolos 
son empleados para representar la misma caracterización de la variable. Esto contribuye 
a ocultar tanto las diferencias entre los distintos significados de la variable como las 
condiciones que determinan dónde y cómo puede variar su valor. Más aún, es muy 
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frecuente que para poder resolver un problema se requiera la capacidad de interpretar un 
mismo símbolo literal de maneras distintas. 
 
Así, para no implicar un uso particular de las variables, en este trabajo se utilizarán los 
símbolos literales para describir el uso matemático de una letra. 
Las consideraciones que presentan diferentes grupos de investigadores [11 y 13], 
respecto a la variable subrayan su carácter multifacético y señalan que para poder 
trabajar exitosamente con la variable es necesario poder interpretar de distintas maneras 
los símbolos que se usan para representarla, así como poder pasar de una interpretación 
a otra. En el Anexo E, se encuentra la clasificación de Küchemann para interpretar las 
variables en diversos contextos algebraicos.  
 
Para comprobar lo mencionado anteriormente, se aplicó una prueba diagnóstica  sobre el 
uso de las variables a 60 estudiantes de grado octavo de la institución Quevedo Z. Esta 
prueba consta de 8 preguntas tipo problema, en las que se menciona una situación con 
cado una de los significados de la variable, en donde se les pide no solo dar la solución 
sino justificar la respuesta y el significado que tiene la variable para el estudiante. Los 
resultados fueron desalentadores, el 30 % de los estudiantes dejaron el blanco por lo 
menos tres preguntas porque decían que no las comprendían, el 85% de los estudiantes 
no alcanzaron el nivel básico que eran 5 preguntas contestadas correctamente. En el 
Anexo F se incluye  el cuestionario con el análisis de cada pregunta y algunas respuestas 
dadas pos los estudiantes. 
 
3.3.2  La forma de ver el signo igual en la ecuación 
 
La idea extendida entre los estudiantes que comienzan con el álgebra de que el signo 
igual es la "señal de hacer algo" antes que un símbolo de la equivalencia entre los lados 
izquierdo y derecho de una ecuación según (Kieran 1980) viene indicada por su rechazo 
inicial a aceptar proposiciones tales como 2+3=4+1. El pensar que el lado derecho 
debería indicar el resultado (esto es, 4+1=5) les permite dotar de significado a 
ecuaciones tales como 3x+5=8, pero no a ecuaciones tales como 4x+3= x+2. El que los 
estudiantes conciban el igual como un signo de separación entre la secuencia de 
operaciones y el resultado les lleva a ignorar las propiedades simétrica y transitiva de la 
igualdad. Por ejemplo, según (Vergnaud 1984) al resolver el problema: "Si empiezo la 
semana con 75 dólares, luego gano otros 24 dólares, y luego gasto 37 dólares, ¿cuántos 
dólares tendré al final de la semana?", los estudiantes escribieron la cadena errónea de 
igualdades 75+24= 99 -37=62.  
 
Esta abreviatura de los pasos se observa también cuando estudiantes de cursos 
superiores resuelven  ecuaciones así: 
                    
                    2x+3=5+x 
                    2x+3-3=5+x-3
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                    2x-x=5+x-x-3 
                    2x-x=5-3 
                    x=2 
 
En un estudio con 150 estudiantes de primer ciclo de secundaria,  [31], comprobaron los 
investigadores que estudiantes de cursos superiores de álgebra continúan viendo el 
signo igual como una "señal de hacer algo" y, de hecho, extienden el conjunto de 
símbolos de operaciones matemáticas para incluir en él el signo igual. Por lo menos el 
90% de estos mismos estudiantes tuvieron éxito al resolver un conjunto de ecuaciones 
lineales, lo que indica que una comprensión pobre de la equivalencia y del signo igual no 
está basada en falta de destreza o falta de familiaridad con las ecuaciones lineales,  [14]. 
 
 
3.4 El problema de enseñanza y aprendizaje en el uso del 
lenguaje  matemático  
 
Las dificultades presentadas por los estudiantes de grado octavo para traducir problemas 
que están en un lenguaje natural a un lenguaje simbólico han sido reportadas por 
diversas investigaciones; particularmente, Küchemann (1980) señala que hay una mayor 
cantidad de estudiantes capaces de describir verbalmente las relaciones, que aquellos 
que son capaces de representar de manera simbólica dichas relaciones, usando una 
ecuación por ejemplo.  Sin embargo, pocos de los que son capaces de escribir 
ecuaciones, tienen la capacidad de resolver problemas relacionados y los pocos  
capaces de resolverlas, lo hacen utilizando las ecuaciones como una lista de operaciones 
que deben efectuar para dar una solución. 
 
Otro aspecto analizado por los investigadores es la creencia errónea en cuanto a intentar 
ver el álgebra como si fuese una continuación lógica de la aritmética, ocultando de esta 
manera el verdadero significado y naturaleza de los nuevos objetos, de ahí que se 
prevean fácilmente dificultades en el futuro para que los estudiantes elaboren nuevas 
nociones de carácter algebraico Filloy y Rojano (1985); dentro de tal ruptura o 
discontinuidad entre la aritmética y el álgebra, juega un papel muy importante la posición 
institucional. Al respecto Rojano (1985), puntualiza que: 
  
   “Esta problemática se inserta en el hecho de que en nuestro país, los primeros 
aprendizajes del álgebra corresponden al comienzo de la escuela media. Es así que, a 
diferencia de otras rupturas conceptuales que se producen dentro del mismo marco 
institucional, la ruptura que supone el aprendizaje del álgebra inserta en otra, la 
institucional”. Desde el punto de vista de la experiencia docente se puede observar que 
los estudiantes en la educación primaria tienen poco contacto con el uso de símbolos que 
representen cantidades generales excepto posiblemente por el uso de algunas fórmulas 
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para determinar áreas de figuras planas básicas  y por tanto, no tienen aproximaciones 
conceptuales iniciales a las variables y al uso de las mismas.  
 
Debemos tener en cuenta de igual manera, que los estudiantes naturalmente no tienen 
las “reglas” claras para traducir un problema al lenguaje simbólico Filloy y Rojano (1985), 
o simplemente no le ven sentido al problema, porque usualmente son problemas 
descontextualizados, los cuales pierden interés o nunca llegaron a cautivarlos de manera 
eficiente. En este sentido, se propone en los documentos del MEN considerar como uno 
de los procesos trasversales al currículo de matemáticas de la educación básica y media 
la modelación, o por lo menos una parte de este proceso  para diseñar problemas en 
contextos cotidianos o de otras áreas, que requieran para su solución ser traducidos a 
expresiones y ecuaciones algebraicas. 
 
En muchas ocasiones el docente olvida que las matemáticas tienen su propio lenguaje 
con una especificidad semántica y sintáctica que lo caracteriza y lo diferencia del 
lenguaje ordinario, el pasar por alto dicha especificidad, conlleva a que los estudiantes 
asuman, implícita e inconscientemente, un lenguaje ordinario como único juego en la 
clase. Dando lugar en consecuencia a las  confusiones y errores descritos hasta este 
momento, pero que se pueden solucionar con la ayuda de una unidad didáctica que 
presente un planteamiento diferente al de textos y talleres usados corrientemente en las 
aulas. En este sentido se recomienda al profesor de matemáticas 
- Tener en cuenta la especificidad de la simbología utilizada en cada momento de 
la clase y a su significado, como también al significado que le dan los estudiantes 
antes y después de la clase. 
- Estructurar su discurso de manera clara y concisa, con ejemplos didácticos que 
se encuentren más cerca de su quehacer  cotidiano. 
- Presentar objetos, estructuras y lenguaje  en forma lógica. 
 
3.5 Principales dificultades que presentan los estudiantes de 
nuestro país en el paso de la aritmética al álgebra. 
 
Los Lineamientos curriculares de matemáticas (MEN, 1998) y los Estándares Básicos de 
Competencias (2003) subrayan la necesidad de cambiar los patrones tradicionales de 
transmisión por un enfoque de trabajo en el aula en el que la resolución de problemas y 
el aprendizaje significativo sean el centro de la actividad matemática. 
 
Respecto al paso de la aritmética al álgebra en el marco teórico del documento de 
Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas se plantea que el conocimiento 
algebraico esta conformado por el conocimiento conceptual y el procedimental, el primero 
está más cercano al conocimiento teórico producido por la actividad cognitiva, muy rico 
en las relaciones entre sus componentes y con otros conocimientos; tiene un carácter 
declarativo y se asocia con el saber qué y el saber porque. Por otra parte el
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procedimental está más cercano a la acción y se relaciona con las técnicas y estrategias 
para representar conceptos y para transformar dichas relaciones, como es el caso de la 
solución de ecuaciones algebraicas. Pero el problema radica en que en el aula se hace 
énfasis en el procedimental y muchas veces se deja a un lado el conceptual. 
 
“Las actividades de generalización de patrones numéricos, geométricos y de leyes y 
reglas de tipo natural o social que rigen los números y las figuras involucran la 
visualización, exploración y manipulación de los mismos, los cuales a su vez son la base 
del proceso de generalización. Esta es una forma muy apropiada de preparar el 
aprendizaje significativo y comprensivo de los sistemas algebraicos y su manejo 
simbólico mucho antes de llegar al séptimo y octavo grado. Estas actividades preparan a 
los estudiantes para la construcción de la expresión algebraica a través de la formulación 
verbal de una regla recursiva que muestre cómo construir los términos siguientes a partir 
de los precedentes y el hallazgo de un patrón que los guíe más o menos directamente a 
la expresión algebraica”. 
 
A pesar de las directrices del MEN, la situación respecto a la iniciación del álgebra en la 
básica no ha cambiado como se  comenta en el artículo: “Las brechas entre las 
disposiciones educativas  colombianas y las proclamaciones oficiales y las realidades en 
el aula” escrito por la Dra Cecilia Agudelo Valderrama (2000) que describe los resultados 
de una investigación desarrollada en cuatro colegios de Bogotá para evaluar los patrones 
de enseñanza y aprendizaje en ‘la transición del trabajo aritmético al algebraico’, 
comenta la investigadora que el inicio del trabajo algebraico se centra en la presentación 
a los estudiantes de expresiones simbólicas “prefabricadas” (Mason y Pimm, 1999) y en 
la manipulación de dichas expresiones, favoreciendo un enfoque de transmisión y 
repetición. El álgebra carece de significado tanto para los alumnos como para los 
profesores (ver, Agudelo-Valderrama); sin embargo, la gran mayoría de los profesores 
muestra poco interés por participar en un programa de desarrollo enfocado en esta área, 
a pesar de ser conscientes de las dificultades de los alumnos y de las tasas de 
mortalidad académica. Atribuyendo este desinterés a la falta de tiempo y a las malas 
condiciones del trabajo docente en el país.  
 
La problemática existente en la iniciación del álgebra incide desde luego en los niveles de 
desempeño de los estudiantes en esta área y en cursos superiores. En las pruebas tanto 
nacionales como internacionales aplicadas en los grados octavo y noveno e incluso en 
las de grado once se han identificado algunas dificultades en los estudiantes como son: 
la traducción de enunciados del lenguaje natural al simbólico algebraico, en el significado 
que dan a la variable y en la modelación de fenómenos de variación usando ecuaciones 
o funciones; se evidencia además manipulación errónea de operaciones y relaciones 
algebraicas ignorando variables, asumiendo simplemente su experiencia con los 
sistemas numéricos. Especialmente preocupante son los comentarios de los análisis 
respecto a las carencias de los estudiantes en el planteamiento y resolución de 
problemas. 
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De otra parte para que los estudiantes les encuentren sentido a las matemáticas, 
necesitan que el trabajo que se les propone les ofrezca oportunidades para “que creen 
conexiones entre dicho trabajo y sus contextos social, histórico y personal así como con 
otras áreas del conocimiento. Las matemáticas tienen conexiones prácticamente con 
todo” (Mellin-Olsen, 1987); en consecuencia, el álgebra (que ha sido descrita como el 
lenguaje a través del cual se comunican las matemáticas (NCTM, 1989)) tiene 
conexiones prácticamente con todo. Por tanto, el álgebra no se puede considerar 
separada de otras áreas de las matemáticas como la aritmética y las nociones de 
geometría que, de acuerdo con Kieran (2011), conforman el foco del currículo tradicional 
en la escuela primaria, pues en estas matemáticas es donde se encuentran las raíces del 
álgebra (Mason y Pimm, 1999). En este articulo la Profesora Cecilia Agudelo V.  (2004b) 
enuncia dos importantes conclusiones, para el trabajo, las cuales son: 
 
En el aula los estudiantes no están siendo motivados  para problematizar los 
enfoques de enseñanza observados en los colegios sino para que se adaptaran a    
ellos, enculturándolos en prácticas de “pasividad cognitiva” (Kieran, 1980) que los 
entrenaba en la formulación de objetivos conductuales y los correspondientes 
indicadores de evaluación. 
 
El otro aspecto es el mito de “oportunidades iguales” mediante la educación 
básica, “la naturaleza de la diferencia en los resultados de los estudiantes se ha 
ignorado” [20], totalmente; la falta de éxito en la competición se atribuye a las 
incapacidades y debilidades de los estudiantes, en cambio de atribuirla a la 
inadecuación del currículo al cual los estudiantes han sido expuestos (Mellin-
Olsen, 1987) o a la desigualdad de los recursos disponibles y las incomparables 
oportunidades que tienen los estudiantes pertenecientes a diferentes grupos 
sociales. 
 
 
3.6  Las ecuaciones y los sistemas de representación.  
 
En la siguiente sección procedemos a describir los distintos sistemas que utilizaremos en 
el texto para representar las ecuaciones.  
 
A continuación se aborda cuatro tipos de representación para las mismas, en los cuales 
se destacan las características  más  importantes, así  como  su  modo  de  uso. Estos 
tipos de representaciones son los siguientes: representación simbólica, representación 
gráfica, representación verbal y representación numérica.  
 
 
3.6.1  Representación simbólica:  
 
Este tipo de representación expresa una ecuación por medio de una combinación de 
letras y números que están relacionadas mediante una igualdad,  como en
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(1) 𝑎𝑥+𝑏=𝑐𝑥+𝑑  
(2) 𝑎𝑥2+𝑏x=𝑐  
(3) f(𝑥)=𝑎𝑥+𝑏.  
 
 En estas igualdades, las letras a, b, c y d son valores conocidos y la letra x es la 
incógnita de la cual queremos averiguar el valor.  
En todas ellas podemos distinguir un primer miembro el de la izquierda y un segundo 
miembro el de la derecha, “x” incógnita; a los valores de “x” para los que se cumple la 
igualdad los llamaremos solución.  En la (3) la igualdad expresa una relación funcional x 
es la variable independiente y ó f(x) es la variable dependiente.  
 
3.6.2. Representación gráfica 
 
Este tipo de representación es especialmente útil para encontrar la solución de una 
ecuación lineal o cuadrática, dado que el punto de corte de la gráfica de la función 
asociada a la ecuación, con el eje de las “X” sería la solución a la misma.  
En el siguiente rectángulo se da un ejemplo de una posible representación geométrica de 
una ecuación lineal usando la suma de áreas, como un modelo.  
 
Figura 3.1 Modelo de área para una ecuación de primer grado [1].  
 
 
 
(x+c).(a+b)= (a.c)+(b.c)+(a.x)+(b.x). 
 
El área total del rectángulo mayor es igual a la suma de las áreas de los cuatro 
rectángulos menores, como se expresa en  la ecuación. 
 
 
3.6.3  Representación verbal 
 
La representación que se describe a continuación, en la vida práctica tiene bastante 
importancia, aunque sin las demás ella no tendría sentido. Su importancia radica en que 
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a través del lenguaje verbal se expresan relaciones que pueden ser modeladas con 
ecuaciones y aparecen en el contexto de resolución de problemas de aplicación. Un 
ejemplo histórico de una ecuación lineal que trasciende en el tiempo, es el mensaje que 
aparece en la tumba del matemático Diofanto. Como el nombre indica se trata de dar una 
expresión de una ecuación por medio del lenguaje escrito.  
 
Ecuación de primer grado: "Transeúnte, esta es la tumba de Diofanto: es él quien con 
esta sorprendente distribución te dice el número de años que vivió. Su niñez ocupó la 
sexta parte de su vida; después, durante la doceava parte su mejilla se cubrió con el 
primer bozo. Pasó aún una séptima parte de su vida antes de tomar esposa y, cinco años 
después, tuvo un precioso niño que, una vez alcanzada la mitad de la edad de su padre, 
pereció de una muerte desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llorándole, durante 
cuatro años. De todo esto se deduce su edad."  
 
En el lenguaje simbólico esto se traduce así: x/6+x/12+x/7+5+x/2+4=x   Kieran (2011) 
 
 
     3.6.4 Representación numérica (tabular) 
 
Para resolver por ejemplo una ecuación lineal de la forma 𝑎𝑥 + b = 0. Es posible 
construir la tabla que representa la función lineal 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + b  y determinar en esta 
tabla el valor de x para el cual  𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + b = 0. Esto puede facilitar la obtención 
de la solución de una ecuación, a través de algún método numérico o permite construir 
diversas ecuaciones lineales. 
  
Solución de la ecuación:2𝑋 + 6 = 0, la ecuación se iguala a una variable. Y= 2X +6.    
           
                              Tabla: 3.1  Representación  tabular de Y vs X  [5] 
 
Y 0 1 2 -1 -2 -3 
X 6 8 10 4 2 0 
 
 
Los problemas que se proponen en el capítulo cuatro buscan utilizar diversas 
representaciones para su desarrollo, aunque generalmente hacen énfasis en una de 
ellas.  
 
 
3.7 El proceso de modelación. 
  
La modelación permite construir y fortalecer en los estudiantes una variedad de 
conocimientos y este proceso se viene consolidando cada día en las aulas de los 
diferentes niveles escolares de nuestro país, en parte porque es uno de los procesos 
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propuestos por el MEN en el documento de Lineamientos, donde se describe de la 
siguiente manera: 
 
“El punto de partida de la modelación es una situación problemática real. Esta situación 
debe ser simplificada, idealizada, estructurada, sujeta a condiciones y suposiciones, y 
debe precisarse más, de acuerdo con los intereses del que resuelve el problema. Esto 
conduce a una formulación del problema (que se pueda manejar en el aula), que por una 
parte aún contiene las características esenciales de la situación original, y por otra parte 
está ya tan esquematizada que permite una aproximación con medios matemáticos. 
 
Los datos, conceptos, relaciones, condiciones y suposiciones del problema enunciado 
matemáticamente deben trasladarse a las matemáticas, es decir, deben ser 
matematizados y así resulta un modelo matemático de la situación original. Dicho modelo 
consta esencialmente de ciertos objetos matemáticos, que corresponden a los 
“elementos básicos” de la situación original o del problema formulado, y de ciertas 
relaciones entre esos objetos, que corresponden también a relaciones entre esos 
“elementos básicos”.  
 
El proceso de resolución de problemas continúa mediante el trabajo de sacar 
conclusiones, calcula y revisa ejemplos concretos, aplica métodos y resultados 
matemáticos conocidos, como también desarrollando otros nuevos. Los computadores se 
pueden utilizar también para simular casos que no son accesibles desde el punto de vista 
analítico. En conjunto, se obtienen ciertos resultados matemáticos, [31]. 
 
Estos resultados tienen que ser validados, es decir, se tienen que volver a trasladar al 
mundo real, para ser interpretados en relación con la situación original. De esta manera, 
cuando se resuelve el problema también se convalida el modelo. Cuando se valida el 
modelo pueden ocurrir discrepancias que conducen a una modificación del modelo o a su 
reemplazo por uno nuevo. En otras palabras, los procesos de resolución de problemas 
pueden requerir devolverse o retornar varias veces. Sin embargo, en ocasiones, ni 
siquiera varios intentos conducen a resultados razonables y útiles, tal vez porque el 
problema simplemente no es accesible al tratamiento matemático desde el nivel de 
conocimientos matemáticos del que trata de resolverlo”. 
 
 En la modelación los estudiantes atraviesan por diferentes fases o momentos (no 
rígidos) en la construcción, análisis y validación de modelos matemáticos como 
comentan Villa-Ochoa (2009b) en su artículo el proceso de construcción de las 
ecuaciones cuadráticas a través de modelos matemáticos (2007). 
El ciclo de modelación se inicia en el momento en que se genera un problema o situación 
contextualizada, entendiendo este último según Villa-Ochoa (2009b) como un contexto 
cotidiano, social, cultural, de consumo o de otras ciencias; en el que el estudiante se ven 
enfrentado a la identificación y solución de problemas que hacen parte de su entorno.
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El proceso de modelación como se planteó en la cita del MEN permite  transformar una 
situación en contexto, en un problema matemático cuyas soluciones deban ser 
interpretadas en un lenguaje común a través de la construcción de un modelo; de 
acuerdo a Villa-Ochoa, en este proceso, el modelador debe poner en juego el 
conocimiento del contexto y de la situación y sus habilidades para describir, establecer y 
representar las relaciones existentes entre las “cantidades” de tal manera que se pueda 
construir un nuevo objeto matemático.  
    
Para  lograr la construcción del modelo se debe partir inicialmente de la identificación de 
un problema o una situación en contexto, que debe ser formulado a lo largo de etapas 
como lo son la experimentación, la abstracción, simplificación y la interpretación; para 
posteriormente crear el modelo, que es lo que permitirá al modelador dar solución al 
problema. Para luego poder realizar los análisis posteriores que sean necesarios, como 
lo son: análisis de los resultados, verificación y validación del modelo a la luz del 
problema, revisión de la coherencia entre las conclusiones del modelo resultante y el 
fenómeno mismo; en este último paso es importante plantear unas estrategias de 
evaluación y validación del modelo, esto servirá para saber qué camino seguir, pues en 
caso de que el modelo no cumpla con las expectativas, es decir que no permita dar  
solución al problema planteado inicialmente, este deberá ser reevaluado, comenzando de 
nuevo el ciclo.  En la etapa de validación se debe hacer una observación crítica y 
enriquecida  para ajustar los datos y las variables. Y se procederá a ajustar el modelo y 
buscar uno que describa mejor el fenómeno, si no se logra se deberá comenzar de nuevo 
repitiendo el proceso. 
 
Se debe tener en cuenta que todo este proceso no sucede de manera inmediata y mucho 
menos automática, para desarrollar dicho proceso además de las etapas antes 
mencionadas, es necesario que el modelador adquiera o posea a través de cierto periodo 
de tiempo algunas características como lo son el conocimiento del contexto y de la 
situación, luego deberá colocar en juego sus conocimientos y habilidades matemáticas  
con el fin de que establezca y represente relaciones existentes  entre diferentes “objetos 
matemáticos” de tal manera que se pueda dar el paso a la construcción del modelo.  
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4. Unidad didáctica 
El objetivo principal de la unidad didáctica es desarrollar y fortalecer competencias 
matemáticas en el planteamiento, creación y solución de problemas algebraicos a 
través de la elaboración de actividades didácticas, representadas en tablas, gráficas y 
ecuaciones, que son las representaciones que sustentan el modelo y le dan significado 
al concepto  de ecuación y a sus principales propiedades. 
La propuesta  didáctica  se desarrollará  atendiendo los estándares  propuestos  por  el 
MEN,  para las áreas de matemáticas y física en aspectos relativos al pensamiento 
variacional como:  describir situaciones,  reconocer  regularidades, descubrir patrones,  
formular y responder preguntas, identificar y modificar variables relacionadas con 
fenómenos naturales. 
La estructura de la unidad se fundamentó en algunos   principios   constructivistas   con 
el objetivo de lograr un   aprendizaje significativo. Cada una de las situaciones que 
conforman la unidad,  tienen como eje central la modelación a partir de problemas 
básicos de física y matemáticas. El propósito de estos problemas es que el estudiante 
identifique un modelo matemático. Las etapas  que se proponen para lograr este 
propósito son: descripción de la situación problema, planteamiento de hipótesis e 
identificación de magnitudes variables, experimentación real o virtual, toma y  análisis  
de datos, formulación, generalización e identificación del modelo matemático y  
validación de hipótesis mediante el uso del modelo matemático. 
Esta unidad parte de algunos problemas evidenciados por investigaciones en didáctica 
del álgebra como los planteados por el grupo Pretexto, con el objeto de aportar a la 
solución de dichos problemas. 
Es importante ver que la unidad está dividida en dos partes, la primera que comprende 
las actividades, evaluaciones y talleres que el docente debe preparar y desarrollar en el 
proceso. La otra que compete a los estudiantes y se refiere a las actividades propiamente 
dichas, las cuales los alumnos deben realizar con el acompañamiento del docente. 
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4.1 Una mirada desde  los contextos de otras 
disciplinas como la física 
En un análisis  histórico  acerca  del  concepto de función, Youschkevitch  en 1976 
planteó que la matemática es un conjunto  de  conocimientos en evolución  continua  
y que ha evolucionado por la necesidad de resolver problemas, en ocasiones, de otras  
ciencias y en otras propios de la disciplina misma. El planteamiento de 
Youschkevitch tiene hoy total vigencia, no solamente por  la visión actual  del 
conocimiento matemático escolar  que orienta  los currículos (énfasis en 
planteamiento y resolución de problemas  y modelación)  en nuestro país, sino por la 
importancia  que tiene el conocimiento científico. Se plantea actualmente una 
matemática escolar  que trascienda las disciplinas y que considere  contextos 
significativos de aplicación. Esto implica que es fundamental proponer en el aula de 
matemáticas contextos, ejercicios y situaciones que  permitan relacionar el 
pensamiento variacional con otros pensamientos como el geométrico y con otras áreas o 
disciplinas, en particular la física. 
En relación  con  esta  misma  línea Guevara (2012), planteaba que los conceptos, 
estructuras e ideas matemáticas sirven para organizar fenómenos tanto  del mundo 
real  como  de  las matemáticas. Esto reitera la importancia de proponer al estudiante 
situaciones problema  de diferentes disciplinas que lo lleven a constituir  el objeto  
mental  que está siendo matematizado y que  se quiere  que  el estudiante 
comprenda; Sánchez y Valcárcel (1994) sostienen además que  las situaciones  
problema  en diferentes disciplinas son ejemplos que ayudan al alumno a abstraer 
conceptos, reglas o principios. 
Tradicionalmente en el aula de matemáticas cuando los profesores trabajan  las 
funciones y las ecuaciones se limitan a presentar algunos aspectos  formales y 
proponer ejercicios de rutina relacionados con la construcción de la gráfica, 
reconociendo la recta o la parábola como también sus elementos, centrados en el uso 
de la fórmula, que obedece básicamente al esquema presentado en los libros de 
texto de la enseñanza básica de Colombia. Estos  enfoques no permiten que los 
estudiantes alcancen  una comprensión significativa del  concepto   y además   no  
les  deja  evidenciar  su  utilidad  ni su aplicación  en  otros  contextos diferentes al 
matemático. Una  manera  de  apartarse de  este esquema rígido podría referirse 
al uso de situaciones cotidianas cercanas a los estudiantes y al énfasis e n  e l  
planteamiento  de  preguntas no rutinarias y que sean complementadas con otras 
disciplinas como física. Posteriormente con algunos ejercicios  se ilustran  estas 
situaciones didácticas. 
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4.2 Caracterización de la unidad didáctica  
 
 
Una unidad didáctica es  una forma  de  planificar  el  proceso  de  enseñanza  
aprendizaje,  mediante  una secuencia y alrededor de un eje integrador que propicia 
consistencia y significado. Se deben  considerar diferentes elementos en ella, tales como, 
los objetivos básicos, los contenidos, las experiencias  previas  de  los  estudiantes,  las 
pautas metodológicas,  los  criterios  de evaluación y los mecanismos de control para 
perfeccionar el proceso. 
La unidad didáctica iniciará con unas actividades de identificación de los conocimientos 
previos, con la  finalidad de observar el nivel en que se  encuentran los estudiantes, 
planteando, ejercicios y problemas de refuerzo si es el caso. Estas actividades se 
realizarán de manera individual, [30]. 
Posteriormente se guiará al estudiante para que trabaje en las etapas que lo 
conducirán a obtener un modelo o expresión matemática. 
En  las  actividades  de  refuerzo  se  propondrán  situaciones  similares  con  pequeñas 
variaciones con el fin de que el estudiante analice nuevamente la situación, revise el 
proceso y sus procedimientos.  
Las actividades  de  ampliación  se  proponen  a  nivel  más  general, se incluyen  
elementos complementarios para analizar y en  las  actividades  de  síntesis  se  procura 
que  el  estudiante  realice  sus  propias generalizaciones y recopile las características de 
resumen. 
El  modelo  de  unidad  didáctica a  seguir  en  esta  propuesta,  toma  algunos 
aportes revisados en Sánchez y Valcárcel (1994). Y tiene las  siguientes componentes:  
título,  número de  sesiones,  nivel  al  que  va  dirigida, justificación  de  la  unidad,  
objetivos  didácticos,  contenidos,  recursos,  actividades  de carácter  previo,   
actividades  de  desarrollo,  actividades  de  refuerzo,  actividades  de ampliación,  
actividades   de   síntesis,  y  actividades  de  evaluación 
Finalmente es importante resaltar que antes de comenzar con problemas 
estructurados de modelación en el Anexo G, se presentan algunos problemas simples 
que incentivan el reconocimiento de las ecuaciones, sus usos y/o aplicaciones, 
además estos ejercicios le dan un verdadero significado a la variable en un problema 
dado.  
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Actividades de refuerzo. Para complementar la actividad, en Internet se pueden 
encontrar diferentes páginas, que  ayudan a simular una modelación de diferentes 
eventos físicos, como por ejemplo: Ingrese a: http://www.walterfendt.de/ph14s 
/acceleration_s.htm y varié las condiciones iníciales en el movimiento uniformemente 
acelerado, consigne los datos y gráficas en su cuaderno. O ingrese a: http://www.walter-
fendt.de/ph14s/projectile_s.htm,  donde se pueden  variar las condiciones preliminares 
en un  movimiento parabólico o de caída libre, consigne los datos, realice las gráficas y 
escriba las características que se mantienen constantes y las que varían. Realice un 
cuadro comparativo para los dos movimientos. 
 
-Criterios y actividades de evaluación 
Se tendrá en cuenta el desarrollo completo y ordenado de las actividades propuestas, 
el análisis  de  las  situaciones,  las  hipótesis  planteadas,  la  construcción  de  las 
gráficas  y  la participación activa en la construcción de los modelos requeridos. Aunque 
en general se evalúa la actitud y el compromiso del estudiante frente a todo el proceso, 
se hace  énfasis en los siguientes puntos, [30]: 
 
- Identifica las variables que intervienen en la situación y determina cual es 
independiente y cual dependiente. 
- Construye  tablas y gráficas para representar dichas relaciones. 
- Plantea algunas hipótesis sobre   el  comportamiento de las variables que 
intervienen y establece relaciones entre las  variables  provenientes de la 
observación y descripción de fenómenos físicos. 
- Explica si el comportamiento de las variables se representa mejor con un modelo 
cuadrático o lineal cuando se parte de una situación particular. 
- Construye  un modelo cuadrático o lineal mediante  la utilización de herramientas 
matemáticas como tablas, gráficas, operaciones algebraicas  y  conceptos 
geométricos partiendo de una situación proveniente de la física. 
- Observa fenómenos físicos simples y los describe, mediante el uso de una 
expresión matemática. 
En el Anexo I se presentan algunas actividades que complementan la unidad didáctica, 
mediante la ampliación y la síntesis de las actividades propuestas. 
 
-  Actividades que complementan la unidad didáctica  
 
Sánchez y Valcárcel proponen una secuencia de actividades que permite transferir una 
situación real a un problema planteado matemáticamente. Estas son: identificar las 
matemáticas en un contexto general, esquematizar, formular y visualizar un problema 
de diferentes formas, descubrir   relaciones  y  regularidades,  reconocer  aspectos  
isomorfos  en  diferentes problemas,  transferir  un problema de la vida real a un 
problema matemático y a un modelo conocido.   
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El objetivo de las actividades propuestas es potencializar la compresión y el análisis de 
los ejercicios a través de su traducción verbal y lógica, como también la 
conceptualización de las variables usadas. Entre las capacidades que desarrollan los 
estudiantes con estos ejercicios esta la habilidad para identificar las estructuras 
matemáticas que gobiernan las relaciones entre las cantidades que operan en los 
problemas o situaciones contextuales específicas que se están explorando, y la 
habilidad para generalizar o para representar, en formas diferentes, dichas relaciones. 
Esta potente forma de pensar en matemáticas, que puede ser desarrollada por niños de 
temprana edad (Kaput 1989), es útil para el análisis de situaciones de la vida real y la 
toma de decisiones, [30]. 
 
4.3  Aplicaciones de los sistemas de representación. 
Los ejercicios presentados a continuación se basan en los sistemas de representación 
vistos en el capítulo 2 y 3. Pero además se complementan con ejemplos representativos 
de las culturas vistas en el capítulo uno.  
 
 
4.3.1 Modelación con representación tabular o numérica 
El primer ejercicio presentado en el capítulo, es una representación tabular donde la tabla 
se utiliza para encontrar patrones o para hacer predicciones. Los patrones de regularidad 
o los métodos de regresión permiten encontrar expresiones algebraicas que describan el 
comportamiento de las variables involucradas y favorezcan el ajuste de los datos dados. 
Para nuestro caso con las herramientas que manejan los estudiantes de grado octavo o 
noveno la mejor forma de solucionar algunos problemas es utilizando la tabla, ya que la 
mayoría de laboratorios de ciencias obtienen datos que relaciona dos o más variables 
ante un fenómeno o un evento dado. 
 
4.3.2 Modelación con representación gráfica o geométrica  
La representación geométrica  sirve para reorientar el significado del signo igual más allá 
de un símbolo que denota un cálculo y posicionarlo como un símbolo que represente una 
relación de equivalencia entre cantidades o magnitudes de la misma especie como áreas 
o longitudes para este caso.  
La representación gráfica se realiza en un plano cartesiano con coordenadas 
rectangulares, partiendo de una presentación verbal de un ejercicio o de una expresión 
algebraica. Este tipo de representación permite visualizar la situación problema y su 
solución, esto es importante para el estudiante porque involucra  pensamiento sintético-
geométrico como lo plantea en sus trabajos Sierpinska (1994).  Finalmente debe aclarar 
los conceptos que utilice de otras ciencias en la modelación de los problemas y en lo 
posible es importante representar gráficamente la situación para poder 
modelarla. 
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4.3.3  Modelación con representación algebraica 
En la representación algebraica el manejo del lenguaje simbólico y verbal es fundamental 
ya que si no es claro, el estudiante hace erróneamente alusiones innecesarias y muy 
poco claras o explícitas, sin la intención adecuada en un momento dado para acercarse a 
la semántica y la sintaxis del lenguaje verbal-matemático. En este punto el profesor debe 
detenerse en los ejercicios de la unidad didáctica y aclarar las dudas haciendo 
formulaciones en torno a la especificidad de la simbología matemática utilizada en cada 
momento, como también a lo que ella quiere significar y al significado que le dan los 
estudiantes, lo que potencializa el uso de  las estructuras algebraicas.  
Los ejemplos presentados a continuación en las actividades, son ejercicios que 
planteaban algunas culturas ancestrales, los cuales con mínimas modificaciones se 
vuelven interesantes para trabajar en las aulas de nuestros colegios. 
 
Actividad I. Representación tabular de modelos cuadráticos desde la física 
 
La primera actividad de modelación se presenta a través de un ejercicio completo de física 
para el movimiento de caída libre, donde a partir de los datos tomados por los estudiantes 
de grado noveno en una tabla, se deduce una fórmula que representa dicho movimiento y 
relaciona  la velocidad con el tiempo de caída, [30]. Nivel: Grado noveno, 5 secciones. 
Justificación de la unidad: Algunos fenómenos físicos se pueden modelar con 
ecuaciones cuadráticas o lineales, lo que permite que los conceptos relacionados con 
estas ecuaciones sean significativos. El ejercicio que se presenta a continuación es una 
modelación que parte de una representación tabular. 
 
 
Objetivos didácticos 
 
- Que el estudiante reconozca y describa el movimiento que representan los datos de una 
tabla y las  principales características de sus variables. 
-Identificar las magnitudes o variables que describen el movimiento propuesto e 
identificar sus patrones o regularidades. 
-Construir un modelo matemático simple acorde con las condiciones de la situación física. 
Representar gráficamente. Verificar el funcionamiento del modelo.  
- Conceptos previos: movimiento uniformemente acelerado, caída libre, función 
cuadrática o lineal: evaluación de funciones, punto máximo o mínimo, puntos  de  corte 
con los ejes,  [30]. 
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Ejercicio 4.1 Los estudiantes del grado octavo dejan caer tres objetos de diferentes pesos 
(1, 2 y 3 Kg) desde un edificio de siete pisos y con cronómetros miden el tiempo de 
caída, de piso a piso. Se utilizan objetos compactos como esferas, bloques o piedras 
para evitar que el movimiento se vea afectado por el rozamiento del aire o por la 
densidad de los cuerpos. 
Para los objetos que caen libremente, además de los tiempos se pueden medir sus  
correspondientes distancias. Tomando como punto inicial  la terraza que es desde donde 
se lanzan los objetos y se miden los tiempos. También desde allí se miden las distancias 
de caída. 
 
Los tiempos para los tres objetos son parecidos y algunos de estos datos se desprecian 
o se toman sus promedios, para obtener finalmente un dato representativo, es decir que 
se hace el ajuste correspondiente, con el fin de obtener gráficas más o menos uniformes 
que nos permitan sacar algunas conclusiones de este tipo de movimiento. Esta 
información queda ajustada en la siguiente tabla que relaciona la altura con el tiempo. 
 
En el texto de Vargas Núñez (2011) y en el anexo H se encuentra el laboratorio realizado 
para obtener los datos de la siguiente tabla, [34]. 
 
Tabla: 4.1  Datos del desplazamiento de un cuerpo en caída libre,  [34] 
 
t(s) 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 
x(s) 0 1.25 5 11.25 20 31.25 45 61.25 
 
1. ¿Qué variables intervienen en la situación? ¿Cuál de ellas es dependiente y 
cuál independiente?  Explique. 
2.  Construya una gráfica de la altura en función del tiempo. 
3. Con la pendiente de la gráfica anterior se puede determinar la velocidad del 
movimiento. Describa cómo varía dicha velocidad con el tiempo. ¿Son estas magnitudes 
directamente proporcionales o no?  Explique. 
Es importante plantear en el aula una discusión sobre la forma como varia el tiempo 
frente a la distancia de caída para los tres cuerpos, que le permite al estudiante deducir 
algunas conclusiones acerca de la velocidad y la aceleración que presenta el 
movimiento.  
La experiencia se puede realizar directamente o también se pueden usar datos obtenidos 
de una simulación de internet. Las variables tiempo y espacio se toman como continuas, 
por lo que se espera que los estudiantes tracen una curva similar a esta, interpolando los 
puntos obtenidos. Con este ejemplo se espera modelar una situación real que conduzca  
a una ecuación cuadrática. 
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Figura: 4.1 Desplazamiento de un cuerpo que cae libremente, [30]. 
  
Teniendo en cuenta la forma de la gráfica, es posible decir que la curva describe una 
rama de una parábola (tiempos negativos no existen), que analíticamente puede 
escribirse como 𝑥 = 𝑎𝑡2 +  𝑏𝑡 + 𝑐; en este caso los parámetros b y c, son ambos cero; ya 
que la curva parte del origen. 
La función que representa el desplazamiento x del objeto al trascurrir el tiempo t puede 
escribirse como: 𝑓 (𝑡) =  𝑎𝑡2. Para hallar el valor del parámetro a (coeficiente del término 
cuadrático), se traza una recta entre cada par de puntos ubicados en la gráfica x Vs t, y 
luego se halla la pendiente. 
𝑚1 =  
1.25𝑚−0𝑚
0.5𝑠−0𝑠
= 2,5𝑚/𝑠         𝑚2 =  
5 𝑚−1.25𝑚
1.0𝑠−0.5𝑠
= 7.5𝑚/𝑠        𝑚3 =  
11.25𝑚−5𝑚
1.5𝑠−1𝑠
= 12.5𝑚/𝑠 
 𝑚4 =  
20𝑚−11.25𝑚
2𝑠−1.5𝑠
= 17.5𝑚/𝑠                 𝑚5 =  
31.25𝑚−20 𝑚
2.5 𝑠−2 𝑠
= 22.5𝑚/𝑠 
La pendiente está dada en m/s, por lo tanto se interpreta como la velocidad del objeto en 
el transcurso del tiempo. 
Luego se grafica la pendiente m para cada instante de tiempo t. Como el tiempo 
transcurre de forma continua, es posible interpolar los puntos y obtener una línea recta.  
La pendiente de esta recta representaría la aceleración del objeto. 
Figura 4.2  pendiente de la recta en cada intervalo, [30]. 
 
 𝑚1 =  
7.5𝑚/𝑠 − 2.5𝑚/2
0.5𝑠 − 0𝑠
= 10𝑚/𝑠2                      𝑚1 =  
12.5𝑚/𝑠 − 7.5𝑚/𝑠
1 𝑠 − 0.5𝑠
= 10𝑚/𝑠2             
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𝑚1 =  
17.5𝑚/𝑠 − 12.5𝑚/2
1.5𝑠 − 1.0𝑠
= 10𝑚/𝑠2                   𝑚1 =  
22.5𝑚/𝑠 − 17.5𝑚/𝑠
2𝑠 − 1.5𝑠
= 10𝑚/𝑠2                 
En este caso la pendiente de la recta es m = 10 𝑚/𝑠2,  las unidades indican que se 
obtiene el valor de la aceleración. El valor del parámetro a  que se estaba buscando es la 
mitad del valor obtenido para la aceleración, por ser un promedio,  a= 10 / 2 = 5 
La función que describe la velocidad de un objeto en caída libre, puede escribirse como: 
𝑣(𝑡) = 5𝑡2  
Para comprobar que el modelo encontrado es coherente con los datos obtenidos 
directamente, se reemplazan en la función valores del tiempo como 𝑡 = 1.0𝑠,    𝑡 =
1.5𝑠,    𝑡 = 2.5𝑠. 
𝑣(1,2) = 5(1,0)2 = 5        𝑣(1,5) = 5(1,5)2 = 11.25         𝑣(2) = 5(2.5)2 = 31.25 
Los valores comprueban que el modelo matemático encontrado, es coherente. 
 
Actividad II. Modelación geométrica  
El problema que se presenta a continuación se soluciona a partir del análisis de 
representaciones gráficas que utilizo la escuela pitagórica, para resolver ecuaciones 
cuadráticas. Una costumbre que tenían los griegos era la de construir diferentes pistas 
deportivas con dimensiones variadas y formas regulares, como el caso que se presenta a 
continuación:  
4.2  Dos atletas uno profesional y otro amateur parten de un punto  P al mismo tiempo y 
en direcciones que forma un Angulo  recto entre sí. El atleta profesional se desplaza  7 
km/h más rápido que el amateur. Después de 3 horas se encuentran a 39 km de 
distancia uno del otro. Como se representa en la gráfica. 
1) Determinar  la velocidad de cada atleta. 
Solución: 
(a) Sea v =velocidad del atleta A. 
(b) Organizando los datos: 
 
Nota:    velocidad  = distancia                          distancia= (velocidad) (tiempo). 
                                                  Tiempo 
Atleta Velocidad (km/h) Tiempo (horas) Distancia (km) 
A (amateur)  V 3  3v 
B (profesional) V + 7  3 3(v + 7) 
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             Figura: 4.3  Los atletas griegos, [7]. 
 
Usando el teorema de Pitágoras en el triángulo rectángulo BPA, y la fórmula de la 
distancia, se obtiene la ecuación en la variable v:  
(3(V + 7))² + (3v)² = (39)² 
(c) La ecuación a resolver es equivalente a: 
   v² +7v – 60 = 
La ecuación se soluciona utilizando los tripla  pitagórica que usaban los Griegos en la 
antigüedad (Cap. 1)   x2 + y2  = z2  
𝑣2 + (
𝑣2 − 1
2
)2 = ( 
𝑣2 + 1
2
)2.              (1)            
Con la relación inicial se obtiene  que  𝑥 = 𝑣;  𝑦 =  
𝑣2−1
2
; 𝑧 =  
𝑣2+1
2
 .    
Encontremos  una tripla  pitagórica con la fórmula ( 1),  la solución: es  v = 5. Así se 
obtiene la igualdad que se busca. 
52 + (
52 − 1
2
)2 =  (
52 + 1
2
  )2 
La solución  de la ecuación es: v = 5 km/h. Para la otra respuesta se suma 7 km/h a v. 
Respuesta: luego, las velocidades  de cada atleta son 5 y 12 km/h respectivamente. 
 
Actividad III. Modelación algebraica   
En la antigüedad los egipcios sembraban terrenos en forma rectangular utilizando 
amplias zanjas o márgenes que llenaban de agua en épocas de sequía.  
 
4.3 Un terreno cultivable de forma rectangular, mide 𝑎 unidades de ancho y su largo  es 
cuatro veces el ancho. El terreno se encuentra rodeado por una zanja cuyo borde exterior 
también es rectangular y sus lados son paralelos al terreno como se ve en la figura 4.4. 
Generalmente en estos terrenos, el área de la zanja es aproximadamente la mitad del 
área del terreno. 
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-Deducir una ecuación que relacione el ancho de la zanja con el ancho del terreno. 
-Si el terreno tienen un ancho de 70 metros, cuáles serán las dimensiones de la zanja 
con este valor. 
 Solución: Sea X = ancho de la zanja que rodea la terreno y  𝑎 = el ancho del terreno. 
 
Figura 4.4 Terreno cultivable egipcio, [7]. 
 
 
  
 
 
 
 
(a) Estableciendo relaciones. 
 
(1) Largo del terreno:                             =   4𝑎  (metros) 
(2)  Área del terreno:                              =  4𝑎2   (metros cuadrados) 
(3) Dimensiones de la zanja:       ancho = 2X + 𝑎; largo = 2X + 4 𝑎 
(4) Área de la zanja:                               = (2X + 𝑎) ( 2X + 𝑎) - 4𝑎2 
 
(b) Se obtiene la ecuación en X: 
    (2X + 𝑎) (2X + 4 𝑎) - 4𝑎2  
(c) Igualando la ecuación de un área con la mitad de la otra se obtiene:  
                    (2X + 𝑎) (2X + 4𝑎) - 4𝑎2    =  4𝑎2/2 
                     4𝑋2 +  10𝑎𝑋 +  4𝑎2 - 4𝑎2 =  2𝑎2 
   4𝑋2 +  10𝑎𝑋 - 2𝑎2   =  0      si: 𝑎 = 70 m      
                      4𝑋2 +  700𝑋 – 2(70)2   =  0,    
 simplificando  se obtiene la ecuación solicitada:  𝑋2 +  175𝑋 – 2450   =  0 
Este ejercicio se resuelve con la fórmula de la cuadrática y los siguientes términos:   a=1, 
b=175, c=-2450 
                 Zanja                            X 
                            A1                  X                  X 
𝑎                                                                                       
                                   A1  
                                 
4𝑎           Terreno 
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X = 
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐
2𝑎
             X = 
−(175) ± √(175)2 − 4(1)(−2450)
2(1)
       X = 
−(175) ± √(40425)
2(1)
   
     X = 
−(175) ± 201,06
2(1)
   = 13,03 ≌ 13 m 
Las dimensiones del terreno son: ancho de 70 m y el largo de 280 m. El ancho de zanja 
es de aproximadamente 13 m.  
 4.4  La corriente del rio Éufrates tiene una velocidad de 3 km/h. un barco recorre 40 km 
contra la corriente y 40 km con la corriente en un total de 14 horas. Determinar la 
velocidad del bote en aguas tranquilas. 
 
Datos de la solución: Distancia recorrida en contra: 40 km con la corriente. 
                             Distancias recorrida a favor:  40km en contra corriente 
                                 Tiempo total (ida y vuelta): 14 horas. 
Sea V = la velocidad del barco en aguas tranquilas. 
 
Se utilizara la fórmula:  
 
(a) Organizando los datos: 
 
 Distancia (km) Velocidad (km/h) Tiempo. 
Con la corriente 40 V + 3 40
𝑣 + 3
 
Contra la 
corriente. 
40 V – 3 40
𝑣 − 3
 
 
La ecuación se obtiene sumando los tiempos para las 14 horas, se puede expresar: 
40
𝑉 + 3
+ 
40
𝑉 − 3
= 14 
 
Ecuación que permite determinar V. 
 
(b) Resolviendo la ecuación:  
40
𝑉 + 3
+ 
40
𝑉 − 3
     = 14 
    80v  =  14(v + 3) (v-3) 
80v  = 14v2 – 126 
14 v2 – 80v -126  = 0 
                  14v2 = 80v+126  
𝑡𝑖𝑒𝑚𝑝𝑜 𝑒𝑛 ℎ =
𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑛 𝑘𝑚
𝑣𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑒𝑛 𝑘𝑚/ℎ
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Para resolver la ecuación se puede utilizar un método históricamente usado por los 
griegos, como es el ensayo y error (falsa posición): donde se realiza un análisis 
estadístico entre la parte lineal y la cuadrática de la ecuación. 
 
Tabla 4.2  La parte lineal vs  la cuadrática de la ecuación 14v2 = 80v+126, [1]. 
 
Valor  “v”      0    1      2      3      4      5      6    7 
14v2     0    7     28     63    112           175      252   343 
80v+126     63  103      143    183    223     263  303   343 
 
Solución:               v1 = 7 
 
Respuesta: por lo tanto la velocidad del barco en aguas tranquilas es de 7 km/h. 
 
Los ejercicios que se presentan continuación se solucionan con máximos y mínimos, por 
lo que se implementó una herramienta informática interesante para los grados octavos, 
llamada Graph 5.3. La cual se utiliza para graficar las ecuaciones cuadráticas y sus 
puntos extremos de manera muy simple y didáctica.  
 
Ejercicio 4.5 Determine la distancia mínima entre la recta y = 5 – 3x, y el punto (1, -2). 
Determine también el punto de corte que esta sobre la recta, más cercano al punto dado. 
 
Usaremos la fórmula de distancia entre dos puntos (1, -2) y (x, y) para determinar en qué 
punto (x, y) está la distancia mínima. 
 
La fórmula de la distancia es:       d = √(𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 + 𝑦1)2  
 
 Figura 4.5: Distancia de la recta y = 5 – 3x y el punto (1,-2), [28]. 
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d= √(𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 = √(𝑥 − 1)2 + (5 − 3𝑥 + 2)2                
 
 d(x)=  √(𝑥 − 1)2 + (7 − 3𝑥)2,      x ∈ ℛ 
 
Podemos considerar g(x) = d2 para facilitar nuestro trabajo, pues maximizar d es lo 
mismo a maximizar d2, es decir:                                        
 
d2=g(x) = (𝑥 − 1)2 + (7 − 3𝑥)2= 10x2-44x+50,   x ∈ ℛ   
 
Para hallar el resultado se utiliza la fórmula del Vértice V(x)=- 
𝑏
2𝑎
=  −
−44
2(10)
= 
44
20
= 
11
5
 ≈ 2.2               
 
𝑥 = 11 5⁄  (p.c.), remplazando x en la fórmula de la parábola se obtiene el punto en y. 
 
Luego 𝑑(11 5) =⁄
2
5
√10  ≈ 1.2649 y se eleva al cuadrado para obtener 1.6. Por tanto, el 
punto más cercano al punto (1, -2) que está sobre la recta es (2.2, -1.6). La distancia se 
evalúa con la formula vista inicialmente y el punto dado.  
 
La gráfica con el punto y la distancia mínima  aparecen en el Anexo J 
 
Actividad IV.  Modelación geométrica, algebraica y tabular  
 
El ejercicio que se presenta a continuación se toma del texto de Guevara S. (2012) y es 
muy interesante porque se puede resolver fácilmente, por los tres métodos de 
representación vistos en el capítulo tres. A continuación se resuelve de forma 
algebraica y en el anexo K, aparece una tabla y la figura correspondiente con las 
dimensiones graficadas centímetro a centímetro. 
Ejercicio: 4.6  Un rectángulo se encuentra inscrito en un triángulo rectángulo, y está 
construido en un sistema de coordenadas cartesianas como aparece en la figura 4.6.  
Los vértices del triángulo son los puntos (0,0); (0,20) y (28,0). ¿Cuáles son las 
dimensiones del rectángulo de área máxima que se puede inscribir en el triángulo? Los 
dos catetos del triángulo están sobre los ejes y la hipotenusa sobre la recta L [10]. 
Analizar las condiciones de la situación y responder: 
a.  Construir una tabla que relacione el largo del rectángulo inscrito y el área del mismo. 
b. ¿Cómo se establecen relaciones entre las medidas de los lados del rectángulo 
inscrito y las medidas de los catetos y la hipotenusa del triángulo rectángulo? 
c.  ¿Con  los  datos  obtenidos  en  el  literal  anterior,  podría  modelarse  el problema? 
Explique. ¿Cuál es la expresión algebraica que representa el modelo?      
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Situación uno. Modelación del ejercicio utilizando una ecuación lineal [10]. 
 
 
Figura 4.6. Rectángulo  inscrito en un triángulo, [10]. 
 
 
A = x.y               Donde x es el largo y “y” el ancho 
 
 
La ecuación de la recta L está dada por: y –y1 = 
𝑦2−𝑦1
𝑥2−𝑥1
 ( x – x1) y se remplazan los puntos 
en esta ecuación: 
 
 
  y – 20 = 
20−0
0−28
 ( x – 0)    obteniendo      L:     y = - 
5
7
 x + 20 
 
En el área (A), se tiene:    A (x) = x . (−
5
7
𝑥 + 20) = - 
5
7
𝑥2 + 20x,   0 ≤ x ≤ 28      
           
Con la fórmula del vértice se determina el área  máxima: 
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V=(−
𝑏
2𝑎
, 𝑓(𝑥))          −
𝑏
2𝑎
= −
𝑏
2(−
5
7
)
=14      𝑓(𝑥) =y = −
5
7
 (14) + 20 = 10 unid.       
 
A=(14)x(10) =140 unidades cuadradas                      
 
Concluimos que el área máxima del rectángulo es 140 unidades cuadradas 
 
Luego, A(0) = 0, A(14) = 140, A(28) = 0 
 
Finalmente los resultados se pueden comprobar con la ayuda de una calculadora o 
graficando en papel milimetrado. La situación dos se puede ver en la gráfica del Anexo K 
con el punto máximo que corresponde a la solución del problema. En dicho anexo 
también se puede observar la gráfica del triángulo y del rectángulo, con cortes de un 
centímetro por cada lado, [10]. 
 
 
Para terminar en el anexo L aparece un ejercicio interesante que se desarrolla por el 
método griego que utilizaba la suma de áreas para resolver las ecuaciones cuadráticas. 
Y en el anexo M se presentan los resultados esperados al implementar la propuesta 
didáctica en las aulas de nuestros colegios. 
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5. Conclusiones y recomendaciones 
5.1 Conclusiones 
- Las actividades de modelación propuestas en la unidad didáctica demostraron, 
favorecer la comprensión significativa del concepto de ecuación, su comportamiento 
y su representación gráfica.  La modelación de ciertos problemas provenientes de 
otras ciencias como la física tiene como propósito aproximar al estudiante de 
secundaria al conocimiento científico de manera natural y así desarrollar sus 
competencias. 
 
- El proyecto evidenció que a partir de la modelación, se logran algunas aplicaciones 
relacionadas con fenómenos naturales simples, las cuales a su vez, conducen a 
relaciones cuadrático-lineales. 
 
 - Las simulaciones sugeridas en internet demostraron facilitarle al estudiante la 
construcción y la asimilación de conceptos. Particularmente en la actividad de 
variación de parámetros, se logra que el estudiante, manipulando un software 
gráfico, concluya de qué manera cada cambio en la ecuación, transforma la 
representación gráfica. 
 
- Las actividades desarrolladas en el trabajo demuestran que el uso de la 
modelación, como recurso didáctico logra integrar algunos saberes disciplinares que 
pueden mejorar la compresión de algoritmos y fortalecer las habilidades básicas 
matemáticas. Pues la solución de ecuaciones es una de las competencias que debe 
desarrollar un estudiante de la Básica Secundaria.  
 
-La unidad didáctica y la prueba diagnostico evidencian que cuando un estudiante va 
a resolver una  ecuación cuadrática sólo ha memorizado la expresión x = (−𝑏 ±
√𝑏2 − 4𝑎𝑐)/2𝑎, sin asociarla a una solución gráfica. Esto pone en evidencia la 
necesidad de solucionar ecuaciones con el uso de otros métodos más didácticos 
como el que utiliza el pensamiento geométrico que permita de una manera clara y 
conceptual, definir las raíces de los polinomios.  
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- Para darle significado a la ecuación la propuesta demostró que es necesario 
representar situaciones reales cercanas a la cotidianidad y al diario vivir de los 
estudiantes. También se le da significado a la ecuación, utilizando el desarrollo 
histórico del concepto. 
 
 
5.2 Recomendaciones 
 
-  A los docentes de la Básica Secundaria y Media se les recomienda más preparación 
desde la parte de la normatividad educativa en los conceptos de lineamientos 
curriculares, en las competencias pedagógicas y en el aprendizaje significativo.  Son 
ellos los llamados a  motivar los aprendizajes preparándose para enseñar mejor y así 
propiciar una buena articulación con la educación Superior.  
-  Esta propuesta requiere docentes estudiosos y comprometidos en el asunto de buscar 
enseñar significativamente las Matemáticas y,  por qué no, revisar la base conceptual 
desde los conocimientos previos a sus estudiantes, es decir, corregir los errores 
conceptuales que traen los estudiantes de grados anteriores.  
-  Se necesita para esta propuesta, manejar la interdisciplinariedad de las áreas del 
conocimiento, por lo que  es necesario tener claro los conceptos elementales de la 
Básica Secundaria usados en cada clase y en cada asignatura.  
-  La implementación de ayudas tecnológicas al interior del aula podría permitir procesos 
de meta-cognición, en los estudiantes y en los mismos docentes, es decir reflexionar 
sobre lo aprendido y ser consciente de lo que se aprende.  
-  Integrar la parte de TIC, es muy importante en nuestro medio,  ya que los jóvenes en la 
actualidad son muy visuales y muy permeados por la tecnología,  qué utilizarla sea una 
buena excusa para hacer el camino más atractivo en el proceso de enseñanza y 
aprendizaje. 
-  Esta  propuesta  se recomienda realizarla en grados octavos y novenos, con la 
intención de que los estudiantes generalicen y conceptualicen los procesos matemáticos 
adecuados para su edad.  
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A. Anexo: Segundo método de solución, por  fracciones 
continúas. 
 
Ahora se expondrá un algoritmo de solución de ecuaciones diofánticas con 
fracciones continúas, que se basa en el anterior  y que sólo difiere en el último paso 
donde usaremos las fracciones continuas [1].  
 
Históricamente este proceso es muy importante porque fue uno de los primeros 
métodos seleccionados para diferenciar los números racionales de los 
irracionales, ya que una fracción continua solo se podía para un racional y se el 
proceso se aplicaba para un irracional el proceso se volvía infinito. 
 
Los siguientes teoremas ver [1], son de gran ayuda  para  este proceso.  
 
Teorema 2. 
 
Todo número racional puede expresarse como una fracción continua  simple finita, 
ver [8]. 
Ejemplo :  expresar 
128
43
 como una fracción continua simple. 
 
Solución. 
                                                128 = 43(2) + 42, 
                                                43 = 42(1) + 1, 
                                                42 = 1(42) + 0. 
  Luego 
128
43
= 2 +
1
1 +
1
42
  . 
 Teorema 3. 
 
Sean  
𝑝𝑛
𝑞𝑛
,
𝑝𝑛+1
𝑞𝑛+1 dos fracciones convergentes ver (8), consecutivas de una fracción 
continua.  Entonces:    pn.qn+1 - qn.pn+1 = ± 1 (1) 
 
 
Ejemplo:   hallar la solución general de 10x + 14y = 8. 
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Solución Hallamos primero el máximo común divisor de 10 y 14 a través  del 
algoritmo  de Euclides  
 
 
10 = 14(0) + 10, 
14 = 10(1) + 4, 
10 = 4(2) + 2, 
  4 = 2(2) + 0. 
 
Obtenemos  mcd(10, 14) = 2, que divide a 8, por  tanto  la ecuación  10x + 14y = 
8 tiene solución en los enteros. Procedemos a dividir 10x + 14y = 8 entre el mcd(10, 
14) , lo cual nos da 5x + 7y = 4. El mcd(5, 7) = 1, que divide a 4, por tanto  la 
nueva ecuación 5x + 7y = 1 (1), tiene solución en los enteros. Ahora se expresa   
5
7
 
como una fracción continua  simple 
 
5
7
= 0 +
1
1 +
1
2 +
1
2
 
 
Con las fórmulas recursivas o la fórmula (1) se determinan los términos de la sucesión 
que aparecen en la siguiente tabla. 
 
 
 
 
Solo los términos p3 y q3, cumplen las condiciones dadas por la ecuación (1). 
x  = 3 y y=−2 son solución  de la ecuación 5x + 7y = 1. Ahora  multiplicamos  
ambos miembros de la igualdad por 4 obteniendo 5(12) + 7(−8) = 4. La solución 
general se obtiene mediante  las expresiones y = −8 − 5t y x = 12 + 7t. 
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B. Anexo:    La proporcionalidad directa y la función lineal 
 
 
En la tabla se presenta información sobre dos variables que son directamente 
proporcionales, la altura de un árbol y la longitud de su sombra a una hora y en un lugar 
determinado,  [4]: 
 
Tabla 1:  La proporcionalidad directa 
 
X (altura árbol en m.) 1 2 4 5 0.5 9 12 
Y (long. Sombra en m.) 1,5 3 6 7,5 0,75 13,5 18 
 
Al analizar los datos de la tabla se pueden observar varias propiedades que caracterizan 
la relación de proporcionalidad directa entre las variables dadas y por ende al tipo de 
función lineal que la describe, por ejemplo, si se duplican (se reducen a la mitad, o se 
multiplican por n) los valores de una de las variables, los valores de la otra también se 
doblan (se reducen a la mitad o se multiplican por n). De otro lado, si se suman dos 
valores de la variable independiente, el valor de la variable dependiente que corresponde 
a dicha suma, es la suma de los valores que corresponden a los dos valores iníciales. 
 
Estas propiedades se pueden expresar de la siguiente manera: Si f(x) es una función 
lineal que describe una relación de proporcionalidad directa entre dos variables 
 
i) f(kx)= kf(x),  si k es constante 
ii) f(x1+x2)=  f(x1)+ f(x2) 
 
Es posible además establecer otras características de la función lineal, como el poder 
determinar otros valores a partir de la tabla y hallar una expresión general, además que 
al establecer el cociente entre dos valores correspondientes el resultado es una 
constante, o lo que es lo mismo conocido un valor de la variable independiente, el 
correspondiente valor de la variable dependiente se obtendrá multiplicando por un 
determinado número K, que generalmente es llamado la constante de proporcionalidad. 
Si por el contrario, se conoce un valor de la variable dependiente, su correspondiente 
valor se halla dividiendo por K, que sería lo mismo que multiplicar por 
1
𝑘
. De manera 
general, si (x1, y1), (x2, y2),..…..,(xn, yn) son pares de valores correspondientes a una 
función lineal, entonces 
𝑌1
𝑋1
=
𝑌2
𝑋2
……..
𝑌𝑛
𝑋𝑛
= k, luego   yi=kxi. 
Por esta razón se dice que la variable y es directamente proporcional a si y solo si existe 
una  constante K,  llamada  constante  de  proporcionalidad, tal que  y= kx, Si la razón de 
cambio de la variable dependiente con respecto al cambio de la variable independiente 
es constante, entonces la gráfica es una recta. 
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C. Anexo: Análisis de los parámetros de  una función 
cuadrática 
 
 
El estudio del grafo de la función cuadrática y= ax² + bx + c si a≠0, depende de sus 
parámetros a, b y c. El parámetro de a indica la concavidad de la función, como se ve el 
siguiente gráfico.  
 
Figura 1:   Análisis del comportamiento de la función 𝑦 = 𝑓(𝑥) =  𝑎𝑥2 [30] 
 
 
El parámetro 𝑐 determina cuanto se desplaza la grafica 𝑦 = 𝑓(𝑥) =  𝑎𝑥2 en el eje vertical. 
Si 𝑐 > 0, se desplaza c unidades hacia arriba y si c<0, se desplaza 𝑐 unidades hacia 
abajo. Las coordenadas del vértice siempre se encontraran en 𝑉 (0, 𝑐), como se observa 
en la figura 2.  
 
Figura 2:   Análisis del comportamiento de la función 𝑦 = 𝑓(𝑥) =  𝑎𝑥2 + 𝑐 [30] 
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Para estudiar el comportamiento de la función, 𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, se completan los 
cuadrados y se transforman en:  
 
𝑦 = 𝑓(𝑥) =  𝑎 (𝑥 +
𝑏
2𝑎
) +
4𝑎𝑐 − 𝑏2
4𝑎
. 
 
Sustituyendo los valores ℎ =
−𝑏
2𝑎
 𝑘 =  
4𝑎𝑐−𝑏2
4𝑎
 se obtiene:  
  
𝑦 = 𝑓(𝑥) =  𝑎(𝑥 − ℎ)2  + 𝑘 
 
equivalente a la expresión. 
𝑦 − 𝑘 =  𝑎(𝑥 − ℎ)2. 
 
El punto de coordenada (h,k) corresponde al vértice de la parábola y la recta final x=h, se 
denomina eje de simetría. El parámetro b, determina un desplazamiento horizontal de (h) 
unidades como se observa en la figura 3. 
 
Figura 3:   Estudio de la función 𝑦 = 𝑎𝑥2 +  𝑏𝑥 + 𝑐 [30] 
 
 
 
 
Para determina la intersección con el eje y, se hace x=0, entonces 𝑦 = 𝑓(0) =  𝑎(0)2  +
𝑏(0) + 𝑐; por lo que se tiene que 𝑦 = 𝑓(0) =  𝑐, la intersección con el eje y esta en la 
coordenada (0,c). 
Para hallar la intersección con el eje x, se hace y=0, es decir, se encuentran las raíces de 
la ecuación cuadrática 0 =  𝑎𝑥2  + 𝑏𝑥 + 𝑐 
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D = Directriz x = - p o y = - p 
 
F = Foco (p, 0) 
AF = Eje focal, o eje de la parábola. 
V = Vértice, punto donde la parábola corta al eje focal. 
LR = Ancho focal, lado recto de la parábola, es el parámetro principal, su longitud es 
cuatro veces la distancia del vértice al foco; es el segmento perpendicular al eje 
de la parábola que pasa por el foco. 
p = Distancia del vértice al foco p = AV = VF. 
P = Punto cualesquiera de la curva con coordenadas 
(x,y).  
 
Ecuación analítica de la parábola 
 
La ecuación de la parábola con el vértice ubicado en el origen de las coordenadas  
cartesianas y el foco en el punto f(a, 0) es  y2=4ax  
Demostración de la deducción:  
La directriz es una recta vertical D con ecuación x=a. Dado el punto p(x,y) de la parábola, 
que dista con el mismo valor del foco y de la directriz. Se tiene que: 
   √(𝑥 − 𝑎)2 + 𝑦2 =  x+a. 
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Esta expresión se obtiene a partir de la fórmula de la distancia entre dos puntos. 
Posteriormente se eleva al cuadrado y se agrupan términos semejantes. 
  ( √(𝑥 − 𝑎)2 + 𝑦2)2 =  (x+a)2    
(x-a)2 +y2=  (x+a)2            →          X2-2ax+a2+y2 = X2+2ax+y2 
y2=4ax. 
Como  a >0, puede tomar cualquier valor positivo. 
El eje de simetría de la parábola es el eje x positivo. 
La parábola es simétrica con respecto a su eje, pues   y=±2 √𝑎𝑥
2
  
 
-  Ecuaciones ordinarias de la parábola. 
 
y2 = 4ax Ecuación de la parábola con vértice en el origen. Eje focal horizontal sobre el eje 
x como a > 0 la parábola está abierta a la derecha en su forma canónica 
 
y2 = - 4ax Ecuación de la parábola con vértice en el origen. Eje focal horizontal sobre el 
eje x, como a < 0 la parábola está abierta a la izquierda en su forma canónica. 
 
x2 = 4ay Ecuación de la parábola con vértice en el origen. Eje focal vertical sobre el eje y, 
como a > 0 la parábola está abierta hacia arriba en su forma canónica. 
 
x2 = - 4ay Ecuación de la parábola con vértice en el origen. Eje focal vertical sobre el eje 
y, como a < 0 la parábola está abierta hacia abajo en su forma canónica. 
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E.  Anexo: Diversas interpretaciones del concepto de 
variable 
 
Muchas de las dificultades que los estudiantes encuentran con las variables se 
relacionan con su incapacidad para reconocer su papel correcto. Aunque puede ser que 
sólo uno de los usos de la variable aparezca en una tarea específica, es muy común que 
los estudiantes tengan que resolver problemas en los que aparece más de uno de sus 
usos, por ejemplo, deben ser capaces de trabajar con números generalizados, con 
constantes, o con incógnitas en una relación funcional y poder pasar de una a otra 
interpretación, aunque puede suceder que estas diferentes caracterizaciones de la 
variable tengan la misma representación simbólica. El no reconocer las diferencias que 
caracterizan los distintos usos de la variable se torna frecuentemente un obstáculo que 
bloquea el aprendizaje de la matemática. En otras palabras, los estudiantes no sólo 
deben aprender a trabajar con muchos tipos de símbolos literales en un problema, sino 
que deben aprender que un símbolo literal puede asumir más de un papel dentro de un 
problema dado. 
 
Küchemann considera que esta clasificación de la interpretación de los símbolos literales 
refleja un grado de dificultad creciente: afirma que un niño habrá comprendido 
perfectamente el uso de los símbolos literales en álgebra cuando sea capaz de trabajar 
con la “letra como variable”. El orden que Küchemann propone sugiere que es más fácil 
para el niño trabajar con la “letra como objeto” que con la “letra como incógnita 
específica”, y que es más fácil trabajar con la “incógnita específica” que con la “letra 
como número generalizado”.  
 
Puntualizando, respecto de la interpretación que puede darse a la letra en contextos 
algebraicos, los estudios de Küchemann (1978) han mostrado que las dadas por los 
estudiantes pueden tipificarse así. 
 
 (1) Letra evaluada. A la letra se le da un valor numérico en lugar de tratarla como un 
valor desconocido. Por ejemplo, al preguntársele: “si e+f=8, ¿cuánto es e+f+g?”, el 
muchacho responde 12, en lugar de 8+g. 
 
(2) Letra no usada. Aquí la letra se ignora, o a lo más es reconocida (pero sin dársele un 
significado). Por ejemplo, al solicitarle “súmele 2 a 3n”, el muchacho escribe 5 o 5n en 
vez 
de 3n+2. 
 
(3) Letra como objeto. La letra es vista como un nombre para el objeto, o como el objeto 
propiamente dicho. 
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Por ejemplo,  ante expresiones como “2n+3n” se piensa en “2 naranjas y 3 naranjas”, o 
simplemente como “2 enes y 3 enes, lo cual significa 5 enes juntas”. Si bien esta manera 
de operar puede servir para resolver fácilmente algunos ejercicios (por ejemplo en la 
suma de términos semejantes), puede ser errónea o carecer de significado en otros; 
como cuando se plantea que una libra es igual a cuatro cuartos, en un cierto instrumento 
para pesar, y se traduce como 1l=4c (lo cual no  tiene significado, en el caso si l y c son 
números). 
 
(4) Letra como incógnita. Aquí la letra se piensa como un número particular pero 
desconocido y el muchacho se lanza a operar con la letra vista de esta manera, a pesar 
de la falta de cerradura del resultado (como en las respuestas 8+g y 3n+2). 
 
 
(5) Letra como número generalizado. La letra se ve como representante de diferentes 
valores y no representa un valor específico.  “Qué puede usted decir de C si C+D=10 y C 
es menor que D”. 
 
(6) Letra como variable. La letra representa un rango de valores y el estudiante es capaz 
de describir el grado con el cual, los cambios de un conjunto afectan, los cambios del 
otro. (Lo cual significa establecer al menos una relación de segundo orden). Un ejemplo 
es “a=b+3; ¿Cómo varia el valor de a si b es incrementado en 2?”, donde los muchachos 
necesitan encontrar una relación como “a es siempre tres más que b”, lo cual no dice 
nada acerca de su relación con los cambios de b. 
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F. Anexo: Prueba diagnóstico para el grado octavo 
sobre el reconocimiento de las variables 
 
El objetivo fundamental de esta prueba es explorar el nivel de conocimiento que presenta 
el estudiante de grado octavo acerca de la interpretación de la variable y el 
reconocimiento o uso de las estructuras algebraicas simples con el fin de reforzar 
algunos conceptos básicos a través de la modelación.  
 
1. Si usted sabe que e+f=8, ¿ a qué es igual e+f+g= ?. Es decir que si se agrega un valor  
g al lado izquierdo de la igualdad, como varia el lado derecho de esta. ¿Por qué?. Si g=0, 
que sucede. 
2. Si se multiplica  n por 4 puede escribirse 4n. Multiplique por 4 la expresión (n+5). 
¿cómo lo hizo ? 
3. Una manzana cuesta $150 y una pera $200. Si Y es el número de manzanas y Z el 
número de peras compradas. ¿Qué representa la expresión 150Y+200Z?. ¿Por qué? 
4. ¿Cuándo es correcta la siguiente expresión: L+M+N=L+P+N?.  Es decir que 
condiciones deben cumplir las variables para que la igualdad sea cierta (¿Por qué?). 
5. ¿ Cuándo es correcta la siguiente expresión: a+2 = b+2?. Es decir cuál es la relación 
que debe existir entre a y b para que se cumpla la igualdad (¿Por qué?). 
6. Si usted sabe que a=b+3. ¿ cómo varia el lado izquierdo de la ecuación,  si le 
añadimos 2 unidades al lado derecho? Es decir cuál es el nuevo valor de a.¿Por qué?. 
7. Si usted sabe que f=3g+1. ¿cómo varia el lado izquierdo de la ecuación, si le añadimos 
2 unidades a g?. Es decir cuál es el nuevo valor de f. ¿Por qué ?.  
8. El perímetro de un polígono es igual a la suma de sus lados. Calcule el perímetro de 
cada polígono. 
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• Es marcada la tendencia a evaluar la variable, ignorarla o verla como objeto; además 
de un trabajo erróneo en lo operativo. Las siguientes son algunas de las respuestas más 
repetidas dadas por los estudiantes a las diferentes preguntas de la prueba:
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  (1) e+f+g=15, pues g=7 (tomando la posición de la variable respecto al orden 
lexicográfico). 
 
e+f+g=12, pues si e+f  es igual a ocho, cada letra vale cuatro. 
 
e+f+g=9, pues g es 1 porque “no tiene número” (refiriéndose al coeficiente de g). 
 
e+f+g=8,9,10,..., pues g puede ser cualquier número (en el universo de los naturales). 
 
• Puede observarse que las dos primeras respuestas son manifestaciones de 
interpretación de la letra como evaluada, mientras que la tercera corresponde a no usada 
y la última a la de número generalizado. 
 
(2) 4·n+5 = n+20 
     4·n+5 = 20n 
     4(N+5) = 32, pues “N tiene tres palitos” y entonces    4(3+5) = 4(8) = 32. 
 
• En este caso, las dos primeras respuestas corresponden a letra ignorada o no usada, y 
la última a letra evaluada. 
 
3) 150y+200z representa 150 manzanas y 200 peras. 350 frutas. Una manzana y una 
pera (refiriéndose a que para eso alcanza $150 y $200, respectivamente). 
 
• En las dos primeras respuestas es clara la interpretación de cada una de las letras 
como objeto (las frutas). En la última, además de interpretarla como objeto, existe una 
cierta evaluación de la misma. 
 
(4) L+M+N nunca es igual a L+P+N, pues M y P son distintas. L+M+N siempre es igual a 
L+P+N, cuando M y P tienen el mismo valor. 
 
• Se encuentran interpretaciones de la variable  como objeto (como parte constitutiva de 
un alfabeto) y como incógnita específica (podemos ver que “siempre”, en este caso, 
corresponde a “algunas veces”).  
 
(5) a+2 nunca es igual a b+2, pues a=1 y b=2. a+2 nunca es igual a b+2, pues a y b son 
diferentes. 
 
• Estas respuestas corresponden a interpretaciones de letra evaluada y letra como 
objeto, respectivamente. 
 
(6) a=(b+2)+3=b+5, entonces a=b+5 (no hace referencia sobre lo preguntado y cambia la 
relación inicial). 
 
• A partir de lo escrito, resulta difícil caracterizar la interpretación de la variable; sin 
embargo, en algunos cuestionarios, ésta correspondería a letra no usada. 
(7) Queda f=5g+1=6g f=3g+3 
 
• Desde el trabajo operativo con la variable, se puede afirmar que las respuestas 
corresponden a letra no usada. 
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Para las preguntas 8 y 9 de la situación estudiada y representada en las gráficas, se 
puede extraer los comentarios que a continuación se presentan: 
 
8(a) Si bien la mayoría dio como respuesta 12 (asignándole de entrada el valor de 4 a 
cada letra), otros no contestaron o dieron respuestas como: 
 
- 10,8 cm., no tomaron las medidas dadas en la figura, sino que midieron directamente 
con una regla y sumaron los datos obtenidos (nótese un trabajo desde lo perceptivo). 
 
8(b) De los estudiantes que tuvieron en cuenta el enunciado y contestaron bien el ítem  
anterior, tenemos respuestas como las siguientes: 
 
- e.e.e, haciendo la aclaración que la expresión utilizada no es interpretada por los 
estudiantes como potencia (e3), sino como tres eses (es decir, el exponente es visto 
como un contador del número de lados de longitud e). 
- e2, al igual que en el caso anterior, el exponente sirve para contar los lados que se 
sumaron, que en este caso no son 3 sino 2, pues el otro es la base y por tanto no es 
tomado como lado. 
- 6 cm (o otros valores), asignándole a cada variable un valor (letra evaluada), el cual 
posiblemente corresponda a una aproximación de la longitud del lado en la figura dada.  
 
8 (c y d) Habiendo contestado correctamente el primer ítem, lo cual muestra que tuvieron 
en cuenta el enunciado o que manejan el concepto de perímetro de un polígono, 
encontramos las siguientes  respuestas para las  preguntas: 
 
c) •  h²+12         d) •  h4+t 
    • 12 h²                •  h4t      
    • 2h12                •  4ht           
 
Para algunas respuestas, no se puede determinar que interpretación  hacen los 
estudiantes de la variable, por lo que no se tienen en cuenta para el análisis. Puede 
observarse que la mayoría de estudiantes (cerca de un 70% ) están en los niveles más 
bajos de interpretación dela variable (evaluada, no usada o como objeto) y sólo un 
reducido número de ellos (15%) en los niveles superiores (como incógnita, número 
generalizado o variable). El porcentaje faltante (cerca del 15%), corresponde a 
estudiantes que por sus respuestas no pudieron ser clasificados respecto a sus 
interpretaciones. 
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G.  Anexo: Actividades con ecuaciones como modelos 
matemáticos 
Las siguientes actividades potencializan las habilidades matemáticas de los estudiantes 
que se inician en álgebra. 
 
Figura 1. CRECIMIENTO DE CUADRADOS 
 
Describe el patrón que se muestra en la figura mediante el lenguaje verbal y matemático. 
¿Qué ocurrirá si la serie se continúa?¿Cómo se puede expresar el tamaño del cuadrado 
final si la serie se continúa n veces? 
 
- REPRESENTACIÓN Y ANÁLISIS DE SITUACIONES MATEMÁTICAS Y 
ESTRUCTURAS USANDO SÍMBOLOS ALGEBRAICOS 
Una manera razonable de hacer que los alumnos comiencen a usar variables como 
incógnitas y a resolver ecuaciones es a partir de las situaciones siguientes: 
 
Situaciones 
 
1. Leer el enunciado de un problema verbal, pero omitir la pregunta.  
 
La tarea consiste en escribir una ecuación que signifique lo mismo. 
Por ejemplo, “Hay 3 cajas llenas de lápices y 5 lápices más. En total hay 41 lápices se 
puede escribir en la forma: (3 _C_ + 5 = 41).  
La actividad se puede invertir dando una ecuación con una incógnita y pedir a los 
alumnos que inventen una historia que se ajuste a la ecuación. 
 
2. Pedir a los alumnos que hagan la siguiente secuencia de operaciones 
1 1+3 =4 1+3+5 =9 1+3+5+7 =16 1+3+5+7+9 = 25 
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- Escribe un número entero 
- Al número seleccionado, súmele el número que le sigue en su orden 
- Suma 9 al resultado anterior 
- Divide por 2 
- Resta el primer número al resultado. 
Mostrar que siempre se puede “adivinar” el resultado final. Pedir que expliquen el 
resultado usando una variable para el número inicial. 
 
3. Escribir un número entero entre 1 y 9, multiplique el número por 5, súmele 3 al 
resultado, multiplicarlo por 2 este resultado, súmele el número seleccionado y 
finalmente reste 6 al resultado. Preguntar a los alumnos qué se obtiene y por qué. 
 
4. Escribir un número entero, multiplique el número  por  6, súmele  al resultado 12, 
dividir por 2 el resultado anterior, réstele 6 y finalmente divida por 3 la respuesta. 
Preguntar a los alumnos qué se obtiene y por qué. 
 
5. El profesor escribe en la pizarra las siguientes instrucciones: 
 
1) Escribe un número entero cualquiera en un cuaderno 
2) Suma ocho a ese numero 
3) Duplica el resultado 
4) Réstale 6 a esta respuesta 
5) Divide por dos 
6) Resta al resultado anterior el número elegido en el paso 1. 
 
El profesor dice que es capaz de adivinar el resultado final para cualquier número que el 
escriba en el primer paso. Efectivamente, los alumnos practican el juego y el profesor 
siempre acierta. 
¿Cuál es el resultado que se obtiene después de hacer los pasos del 1 al 6? ¿Cómo lo 
has descubierto? 
 
6. Escribe tres números enteros consecutivos, eleva al cuadrado el número de en 
medio, y reste de este cuadrado el producto de los otros dos números. Compara 
el resultado que se obtiene para distintas ternas de números consecutivos. ¿Se 
obtiene siempre el mismo resultado para cualquier terna de números 
consecutivos? Justifica esta propiedad usando un razonamiento algebraico. 
 
Ejercicio de análisis didáctico 
 
7. Uso de modelos matemáticos para representar y comprender relaciones 
cuantitativas. 
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Los ejercicios presentados a continuación trabajan la igualdad como equivalencia. 
 
En la expresión 4A + 5 = A – B, el signo igual significa que el valor numérico de la 
expresión de la izquierda es el mismo que el de la derecha. Para comprender las 
expresiones algebraicas de esta manera los alumnos deben interpretar las expresiones 
aritméticas tales como 4 + 5 o 5-98 como valores numéricos, no como operaciones 
pendientes de realizar. Las siguientes actividades pueden facilitar la compresión de la 
igualdad como equivalencia. 
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H. Anexo: Practica de laboratorio “caída libre” 
COMPETENCIAS: 
Identificar las características de la caída libre de los cuerpos. 
Calcular altura y velocidad en la caída libre de los cuerpos. 
JUSTIFICACIÓN O INTRODUCCIÓN: La caída libre es un movimiento uniforme 
acelerado, o sea que tiene aceleración constante aproximadamente igual a 10 m/s2 la 
cual se llama gravedad y se representa con la letra g. Muchos procesos industriales 
utilizan la gravedad para la realización de sus actividades Es importante, que él 
estudiante reconozca el movimiento de caída libre. 
MATERIALES: 
Cronómetros, cuerpos de diferentes pesos, decámetros o flexómetros (metros 
construidos) 
PROCEDIMIENTO 
Ubicados los estudiantes en la terraza del edificio, “dejamos caer” 3 Cuerpos de 
diferentes pesos hasta el suelo en el primer piso. C on el cronómetro medimos el 
tiempo de caída; repetimos este proceso 3 veces más para cada cuerpo. 
Posteriormente ubicamos estudiantes en cada piso y se dejan caer los cuerpos hasta el 
suelo. Con los cronómetros se mide el tiempo y encontramos el valor de la altura (x0) 
con el flexómetro para completar la siguiente tabla.  
Tome los tiempos en distintas posiciones y compare los resultados para cada objeto. 
Tabla 1.  Cuerpo 1. Bloque 
T (segundos)   0   0.5     1      1.5      2      2.5      3     3.5 
X0 (metros)   0  1.2     6  11.2     19    31.2     46  61.2 
 
Cuerpo 2. Piedra 
T (segundos)   0   0.5     1      1.5      2      2.5      3     3.5 
X0 (metros)   0  1.4     7  11.4     21    31.3     44  61.1 
 
Cuerpo 3. Esfera 
T (segundos)   0   0.5     1      1.5      2      2.5      3     3.5 
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X0 (metros)   0  1.2     5  11.2     20    31.2     45  61.4 
Con los datos obtenidos en las tablas, se escogen los puntos más representativos (que 
más se repiten) o los promedios de los datos tomados. Repita los procedimientos de los 
numerales A y B varias veces con cada objeto. Llene la tabla o anote.  
Aprovechando los datos de la tabla 1, calcule la velocidad con que llegan los cuerpos al 
piso en cada caso, utilizando las pendientes. Obteniéndose las siguientes tablas. 
Tabla 2: Cuerpo 1. Bloque 
T (segundos)   0.5     1      1.5      2      2.5      3     3.5 
v (metros/seg)   2.5     7     12.5    16.5       22    28.5    32.5 
 
Cuerpo 2. Piedra 
T (segundos)   0.5     1      1.5      2      2.5      3     3.5 
v (metros/seg)   2.5   8.5     13.5    18.5      23    26.5     32 
 
Cuerpo 3. Esfera 
T (segundos)   0.5     1      1.5      2      2.5      3     3.5 
v (metros/seg)   2.5     7     11.5    17.5     22.5    27.5     33 
 
Con los datos obtenidos en las tablas, realice una gráfica: v vs t anote las conclusiones. 
Para las conclusiones es importante evaluar los promedios de los datos obtenidos o sus 
ajustes. 
PREGUNTAS: 
¿Cuál de los métodos para la medición de la altura te parece más apropiado, con el 
decámetro o con el Flexómetro? ¿Por qué? 
¿Si lanzaras dos objetos, el uno más pesado que el otro, desde el segundo piso, cuál 
de los dos cae más rápido? ¿Por qué? 
¿Cuál es la aceleración de todos los cuerpos que caen?. ¿Será la misma en todos los 
puntos de la tierra? 
INFORME DE LA PRÁCTICA: Aquí debes registrar todos los resultados de la práctica, 
las respuestas a las preguntas y las conclusiones obtenidas de la misma. Recuerda 
que lo más importante de la práctica son las conclusiones que obtengan los 
estudiantes.   
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I. Anexo: Actividades de ampliación y de síntesis de la 
unidad didáctica  
 
Las actividades de ampliación complementan el ejercicio ya que realizan pequeños 
cambios  a los ejemplos dados, para ver cómo varia el modelo en general, como es el 
caso del ejercicio de movimiento uniforme acelerado presentado en el capítulo 4: 
 
1. Construya el modelo matemático para el movimiento con aceleración constante 
pero partiendo de una velocidad distinta de cero. 
 
2. Un cuerpo es lanzado hacia arriba desde el suelo con una velocidad inicial  
  distinta de cero ¿Cómo puede expresarse la altura h en el tiempo? 
 
3. Construya un aparato para el lanzamiento parabólico donde se pueda variar el ángulo     
de tiro. Con diferentes ángulos mida la altura máxima y el alcance horizontal, construya 
las tablas y las gráficas pertinentes y describa un  modelo matemático para la altura 
máxima en función del tiempo y el alcance máximo en función del tiempo. 
  
 
 Para las actividades de síntesis debe realizar un resumen de los pasos para llegar a 
una expresión algebraica con las actividades anteriores. Explique por qué considera que 
se realizaron los pasos propuestos. 
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J. Anexo: Gráfica que determina la distancia mínima 
entre una recta y un punto 
La distancia mínima se determina con la formula d = √(𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 + 𝑦1)2 y el punto 
2.2. 
 
d(x)=  √(𝑥 − 1)2 + (7 − 3𝑥)2   =  √(2.2 − 1)2 + (7 − 3(2.2))2 = 1.26 unidades 
 
La distancia sería una línea vertical desde el eje de las x al punto (2.2, 1.6). 
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K.  ANEXO:  Segunda simulación para el ejercicio del 
rectángulo inscrito en el triángulo rectángulo 
 
En Guevara S. (2012), se resuelve  este ejercicio de otra forma.  Tomando una hoja de 
papel milimetrado y graficando las dimensiones del triángulo rectángulo ABC e inscribir 
varios rectángulos dentro del triángulo. Ver siguiente figura, [10]. 
 
Se toman las medidas de los lados de cada rectángulo y se consignan en una tabla de 
datos. En el triángulo rectángulo aparecen como coordenadas las dimensiones horizontal 
(cm) y vertical (cm) de cada rectángulo. Con estos dos datos se obtiene el área del 
rectángulo. 
 
PARTE EXPERIMENTAL 
 
La variable independiente puede ser el largo “y” o  el ancho del rectángulo “x” y la  
variable dependiente es el área del rectángulo, “A” 
 
Construir una tabla de datos, donde las variables son dimensión horizontal paralela al 
lado BC del triángulo y dimensión vertical paralela al lado AB del triángulo y se 
calcula el área de cada rectángulo inscrito. 
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Dimensión  
horizontal  
x cm 
Dimensión 
Vertical 
y cm 
Área = xy 
𝒄𝒎𝟐 
2 18.5 37.0 
4 17.1 68.4 
6 15.7 94.2 
8 14.2 113.6 
10 12.8 128.0 
12 11.4 136.8 
14 10.0 140.0 
16 8.5 136.0 
18 7.1 127.1 
20 5.7 114.0 
22 4.2 92.4 
24 2.8 67.2 
26 1.4 36.4 
 
 
Se puede apreciar que para un valor de x, el valor de y queda determinado por estar 
inscrito el rectángulo dentro del triángulo, se puede decir que hay una relación entre cada 
valor de x y y de acuerdo con los valores de los lados (catetos del triángulo), es decir una 
relación de proporcionalidad. 
Utilizando también los valores de x o de y  se puede determinar el respectivo valor de 
área, para realizar una gráfica y así  establecer una relación dada. 
 
Utilizando Excel, se hace la representación gráfica del evento modelado. Para este 
ejercicio se grafican los valores de “x” con su valor correspondiente del área del 
rectángulo. 
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De acuerdo a la nube de puntos arrojados por el programa se aprecia una tendencia a 
una relación funcional cuadrática, es decir una parábola que abre hacia abajo y presenta 
un valor máximo. Entonces con ayuda del Excel se puede estudiar la tendencia de la 
nube de puntos de ecuación polinómica de grado dos y obtener su representación 
algebraica o ecuación, como se presenta a continuación. 
Entonces el programa  arroja una expresión algebraica próxima a: 
   𝑭(𝒙) = −𝟎. 𝟕𝒙𝟐 + 𝟐𝟎𝒙 
  
La ecuación obtenida a partir de la gráfica, es muy parecida a la obtenida mediante la 
semejanza de triángulos que se presentó en le primera parte del ejercicio. 
 
¿Existen para este evento específico valores no permitidos de la variable x? 
 
Como se aprecia en la gráfica el valor aproximado de x está entre 0 y 28cm, mientras el 
valor del área del rectángulo está entre 0 y el valor más alto (140.0) de la gráfica, que era 
la respuesta a la pregunta del área máxima del rectángulo. A pesar de que un valor 
negativo (como  -14) puede ser solución de la ecuación cuadrática,  no tendría ningún 
significado en el modelo ya que una longitud o un área no pueden ser negativas. 
 
 
𝒇(𝒙) = 𝟎. 𝟕𝟏𝟑𝟕𝟔𝟏𝟐𝟒𝟒𝒙∧𝟐 + 𝟏𝟗. 𝟗𝟑𝟓𝟑𝟏𝟓𝟒𝒙𝟏𝟎. 𝟎𝟖𝟖𝟖𝟏𝟏𝟏𝟖𝟗; 𝑹𝟐 = 𝟎. 𝟗𝟗𝟗𝟖 
Función área de rectángulo 
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L. Anexo: Ejercicio de los trabajadores egipcios  
 
1. Dos trabajadores egipcios A y B  construyen juntos una tumba en 10 meses. 
Trabajando por separado, el trabajador  A tardaría 5 meses más que B. determinar el 
número de meses que tardaría en realizar la tarea cada uno de ellos trabajando por 
separado. 
Solución: 
(a) Sea t = tiempo requerido por A en efectuar la tarea, en meses. 
luego, el trabajador  B demora  t – 5 meses. 
(b) Datos. 
 
Trabajador Tiempo que demora en 
hacer  la tarea (en 
meses) 
Cantidad de la tarea 
que realiza en 1 mes 
A T 𝑡
𝑇
 
B t– 5 1
𝑡 − 5
 
Juntos  A y B 10 1
10
 
 
(c) Luego, la ecuación que se obtiene es: 
1
𝑡
+ 
1
𝑡 − 5 
      =  
1
10
 
 
(d) Resolviendo la ecuación: 
10 
1
𝑡
+ 
1
𝑡−5
   = 1 
 
10(2𝑡 − 5)    =  𝑡(𝑡 − 5). 
 
t2 +50=25t 
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Como el valor de x es mayor de 12,5 para obtener el resultado se utiliza el segundo 
enunciado del método áreas visto en el capítulo uno. 
 
      Para este caso: x=t y  a= 128,7 
  La solución se obtiene reemplazando a  en la ecuación  𝑡2 − 128,7 = 19,72;  luego            
t =22.8 
 
Respuesta: el trabajador A demora aproximadamente 22.8 meses, y el trabajador B 
demora aproximadamente 22.8 – 5 = 17.8 meses. 
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M. ANEXO: Resultados esperados al implementar la 
propuesta didáctica 
 
El diseño, implementación y evaluación de unidades didácticas constituye  una 
herramienta metodológica, ordenada y concreta. Esperando como resultado, que 
el estudiante, con el acompañamiento constante del docente y fruto de todo el 
proceso, sea capaz de: 
 
1. Establecer relaciones cuadráticas o lineales entre las variables que describen 
ciertos fenómenos físico-naturales. 
 
  2. Comprender conceptos relativos a la ecuación cuadrática y lineal,  sus         
aplicaciones en otras áreas del conocimiento, mediante la realización de tablas y 
gráficas. 
3. Corroborar  que  una  expresión  planteada  está  de  acuerdo  con  las  
observaciones realizadas en un fenómeno físicos simples. 
 
4. Explicar: 
 
a. El comportamiento de una ecuación cuadrática y lineal, de acuerdo a su forma y el 
efecto de los parámetros que intervienen. 
 
b. Cómo se puede llegar a un modelo matemático partiendo de una situación 
particular. 
 
5. Argumentar si una gráfica de una ecuación cuadrática tiene un máximo o un 
mínimo y por qué algunas de ellas tienen corte con el eje “x” y otras no. 
 
6. Construir   un modelo cuadrático o lineal partiendo de una situación real tomada 
de la física,  mediante la utilización de herramientas matemáticas como tablas, 
gráficas, operaciones algebraicas conceptos geométricos y físicos. 
 
7. Profundizar  en  el  estudio  de  situaciones  que  conduzcan  a  modelos, propios 
de la física o de otras áreas de las ciencias naturales. 
 
  8. Interactuar con herramientas de internet como son los laboratorios virtuales o los      
  s imuladores que favorecen la observación de situaciones particulares en las ciencias.
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